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Matemaatika lahtine voistlus

3. oktoober 2009 Noorem rithm

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia koik positiivsed tiisarvud n, mille korral 1 + 2% + 3% + 4" on mingi
tédisarvu ruut.

2. Kumeras nelinurgas ABCD, kus |AD| = |BD| = |CD]|, kehtivad vordused
/ADB = /DCA ja ZCBD = ZBAC. Leia nelinurga nurkade suurused.

3. Koogikapis on kolm kommikotti, koigis algul iihepalju komme. Iga kord,
kui Juku ko66gis kdib, votab ta kas iihest kotist kolm kommi voi igast kotist
ithe kommi. Toesta, et soltumata sellest, kuidas Juku komme votab, siilib
tal igal hetkel voimalus kdik kommikotid tiihjaks votta.

4. Ruutvorrandi ax® + bx + ¢ = 0 kordajad a, b, ¢ on tiisarvud. Olgu x1, x»
selle ruutvorrandi lahendid. Koosta tédisarvuliste kordajatega ruutvorrand,
mille lahendid on arvud x5 ja x3.

5. Neli musketéri ostsid ristkiilikukujulise maatiiki, makstes selle eest vord-
selt. Nad jaotasid maatiiki kahe 16ikega neljaks ristkiilikukujuliseks osaks,
millest iga musketér sai ithe. Seejuures osutus, et iiks musketér sai niisama
palju maad kui iilejadnud kolm kokku. Tdesta, et ithe musketédri maatiiki
aakrihind kujunes niisama suureks kui iilejidanud kolme musketiri maa-
tlikkide aakrihinnad kokku.



Matemaatika lahtine voistlus

3. oktoober 2009 Vanem rithm

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Kas leidub selline algarv p, et p® + 2008 ja p® + 2010 on samuti algarvud?

2. Korrapérase n-nurga igasse tippu on kirjutatud kas arv 0 voi arv 1. Juku
jaotab n-nurga ldikumatute diagonaalidega kolmnurkadeks ning kirjutab
iga kolmnurga sisse tema tippudes olevate arvude summa. Testa, et Juku
saab diagonaalid valida nii, et kolmnurkadesse kirjutatud arvudest suurim
ja vahim ei erine rohkem kui 1 vorra.

3. Olgu a ja b erinevad positiivsed reaalarvud. Kumb arv on suurem, kas

Va+vVb+ \/b+ va voi \/a+\/5+\/b+\/5?

4. Ringjoon c ldbib vordhaarse kolmnurga ABC tippe A ja B ning puutub sir-
get AC. Tdesta, et ringjoon c ldbib kolmnurga ABC timberringjoone kesk-
punkti, siseringjoone keskpunkti voi korguste 16ikepunkti.

5. Antud on n = 2 positiivset tdisarvu a;, a, ..., a,, mille summa on paa-
risarv ja mis iga i = 1, 2, ..., n korral rahuldavad tingimust a; < i. Toesta,
et avaldises a; + ay ...+ a, saab mérgid valida nii, et selle avaldise vdartus
on 0.



OTkpbITOE cOpeBHOBaHWE NO MaTemMaTuke

3 okTs6ps 2009 r. Mnapgwas rpynna

Bpemsi, oTBOgHMOE JUIST pelleHHs: 5 Y4acoB.
Beproe u goctaroyHo 060CcHOBaHHOE pellleHHe KaXA0H 3a4a4H JaET 7 6aJlIoB.
THob30BaThCSI KATBKYJIATOPOM HE Pa3PeIaeTCsl.

1. HaifTi BCe MONOKHTE/bHBIE Lie/Ible YHCIA 71, TIpH KoTopbix 1 + 22 + 3% 4 47
SIBJISIETCS KBaPaTOM HEKOTOPOTO LIEJIOrO YHCJIA.

2. B BeiykJOM ueTbipéxyroiabiuke ABCD, roe |AD| = |BD| = |CD|, umeoT
MecTo paBeHcTBa LADB = /DCA w ZCBD = /BAC. HaliTu BeJMYHHbI
YTJIOB YETBIPEX YT OJIbHUKA.

3. B xyxoHHOM mKadyy JiexaT TPH MEIIKa ¢ KOH(peTaMH, B KOTOPBIX H3HAUYAJBHO
OJIMHaKOBOE KOJHUecTBO KoH(eT. Kaxmpiit pas, korga FOpa 3axomuT Ha Kyx-
HIO, OH OepéT MO0 TPH KOH(PETH U3 OJHOTO MEIIKa, JIHOO MO OJHOH KOH(peTe
M3 KaxXgoro Memka. JJokasatb, yTo B HE3aBUCUMOCTH OT TOro, Kak FOpa 6epér
KOH(eTHI, B JIOOOH MOMEHT y HEro COXpaHsieTCsl BO3MOXHOCTb OMYCTOLIUTD
BCE MEIIKH C KOH(ETaMH.

4. KoadduumenTs a, b, ¢ KBaApaTHOTO ypaBHEHHS ax® + bx + ¢ = 0 sBIALTCS
nesbIMU uhcsiaMi. ITycTb X1, X — KOpHH 9TOro KBagpaTHoro ypasHeHHs1. Co-
CTaBHUTb TaKOE KBaJIPaTHOE YPaBHEHHE C LIEJIOUUCICHHBIMU KO3 HUIMeHTaMH,
KOPHSIMH KOTOPOTO SIBJISIIOTCS YHCJIA x‘;’ u xg .

5. Yetslpe MymKeTEpa MpHOOPEITH KyCOK 3eMJIM IPSIMOYTOJIbHOH (hOPMBI, 3arijia-
THB 3a HETO MOPOBHY. JIByMsl pazpe3amMH 9Ty 3eMJIIO OHH MOJAEIIHIIM Ha YEThIpe
YacTH NPSIMOYTOJILHOM (hOPMBI, 3 KOTOPBIX KaiKAbIH MYIIKETEDP MOJYYHJI OJ-
Hy. 3aTeM OKa3aJloCh, UTO OJUH MYIIKETEP MOTYYHJI CTOJbKO 3EMJIH, CKOJIBKO
OCTaJlbHble Tpoe BMecTe. JloKasaTh, UTO LIEHA aKpa 3€MJIM y4acTKa OJHOrO M3
MYIIKETEPOB OKa3aJlaCh PaBHOM CyMMe LIEH aKpa 3eMJIH YYaCTKOB OCTaJbHBIX
TPEX MYLIKETEPOB.



OTkpbITOE cOpeBHOBaHWE NO MaTemMaTuke

3 okTs6ps 2009 r. Crapwas rpynna

Bpemsi, oTBOgHMOE JUIST pelleHHs: 5 Y4acoB.
Beproe u goctaroyHo 060CcHOBaHHOE pellleHHe KaXA0H 3a4a4H JaET 7 6aJlIoB.
THob30BaThCSI KATBKYJIATOPOM HE Pa3PeIaeTCsl.

1. Ha#ipércs i npocToe 4ucio p, MpU KOTOPOM p3 + 2008 u p3 + 2010 Takxke
SIBJISIIOTCSI IPOCTBIMHU UK CJIaMU ?

2. B kaxyio BepIIMHY MPAaBUJIBHOIO 71-yroJIbHUKA 3aHUCaHo JHOo uucio 0, -
60 uncino 1. Henepecekawmumrcst quarotaisiMi Opa geauT 7-yroipHHK Ha
TPEYTOJIbHUKH, TIOCJIE YETO 3aMHChIBAET BHYTPH KakIOTO TPEYrOJbHHKA CyM-
My 4YHCel B ero BepmMHax. JJokasars, uro lOpa MoxeT BHIOpaTh AHAroHaIM
TakK, YTOOBI M3 3AMMCAHHBIX BHYTPH TPEYrOJbHUKOB YHCE HanOoJIbIee 1 Hau-
MEHblIIee He OTJIMYaINCh Oojiee 4yeM Ha 1.

3. HyCTb aub — Pa3JIMUHbIC MOJIOKUTECJIbHbIC }IeﬁCTBHTeJ’IthIC yhcia. Kakoe

apcio 6omsie, \/ a+ Vb +\/b+ Vaum \/a+vVa+\/ b+ Vb?

4. Oxpy*KHOCTb ¢ IPOXOJHUT Uepe3 BepuIuHbl A U B paBHOOEAPEHHOT O TPEYroJib-
HMKa ABC u kacaetcst npsiMmod AC. JIoka3aTh, YTO OKPYXKHOCTb € IPOXOJUT
yepe3 LEHTP OMHCAHHOH OKPY:KHOCTH TpeyroyibHuKa ABC, uepe3 LEHTP ero
BIMCaHHOH OKPY’KHOCTH HJIH Yepe3 TOUKY NEPECEUCHHSI €r0 BBICOT.

5. [aHO n = 2 MOJIOKHUTENBHBIX HEJbIX YHCeNT dy, dp, ..., Ap, CYMMa KOTOPBIX
SIBJISIETCST YETHBIM UHCJIOM H KOTOPBIC yIOBJIETBOPSIOT YCIOBHIO a; < i IUIS
Kaxporo [ = 1, 2, ..., n. JlokasaTs, 4YTO B BBIPAXEHHH ) + dp * ... * ay
MOHO BbIOpaTh 3HAKH TaK, YTOOBI 3HAUCHHE BBIPAXKEHHUsI PaBHSLIOCH 0.



Matemaatika lahtine voistlus

3. oktoober 2009 Noorem rithm

Lahendused

1. Vastus: n=1.

Lahendus 1. Olgu 1+2% +3% +4" = x?_ Sellest vordusest saame 32 = x> — 4"
ehk 2° = (x — 2")(x + 2™). Et vasak pool on 2 aste, siis avalduvad parema
poole tegurid kujul x — 2" = 29, x + 2" = 257% kus a on mingi tiisarv 0-st
2-ni. Lahutades viimasest vordusest eelviimase, saame 2+ = 2574 _ 24,
Vbttes siin paremal poolel arvuks a jarjest 0, 1, 2, ndeme, et parema poole
védrtus on 2 aste ainult juhul a = 2. Siis 2"*! = 4, millest n+1 = 2 ja
n = 1. Kontrollides saame, et tdepoolest 1 + 22 + 3% + 4! = 62,

Lahendus 2. Teisendame antud avaldist jargmiselt: 1+22+3%+4" = 32+4" =
=2°+2% =2%. (1 +2*"7°). Kui n > 3, siis 2n - 5 = 1, mist6ttu 2"~ on
paaris tiisarv ja tegur 1 + 227> jirelikult paaritu. Seega iilesandes antud
arvu esituses algarvude astmete korrutisena esineb algarv 2 astmes 5. Et
5 on paarituy, ei ole tegu tdisruuduga. Kui n = 2 vdi n = 1, siis vastavalt
32 4+ 4" = 48 voi 32 + 4" = 36, millest ainult viimane on tdisruut. Jarelikult
sobib vaid n = 1.

Lahendus 3. Kui n = 1, 2, 3, siis tilesande avaldise vdartus on vastavalt 36,
48, 96, millest tdisruut on ainult esimene. Kui n = 4, siis 2-2"+1 = 2:16+1 >
> 32, mistottu (2")% < 2?2 +32 < (2?2 +2-2" +1 = (2" + 1)2. Seega arv
1+ 22 + 3% + 4" ehk (22 + 32 asub suuruselt kahe jdrjestikuse tiisarvu
ruudu vahel ning ei saa olla ise tdisruut.

2. Vastus: 75°, 120°, 45° ja 120°.

Lahendus 1. Olgu ZADB = /DCA = a« ja ZCBD = ZBAC = f (joonis 1).
Et kolmnurgas DAC kehtib |DA| = |DC|, siis ZDAC = Z/DCA = a. Ana-
loogiliselt saame kolmnurgast DAB, et /DBA = ZDAB = «a + (3, ning
kolmnurgast DBC, et ZDCB = ZDBC = . Seega /BCA = B — a. Kolm-
nurga ABC nurkade summast leiame niitid §+ a« + §+ 8+ f — a = 180°
ehk 48 = 180°, millest § = 45°. Kolmnurga ADB nurkade summast saame
a+pf+a+pf+a=180° ehk 3a = 180° — 26 = 90° ning « = 30°. Nelinur-
ga ABCD nurkade suurused on jirelikult /DAB = a + 8 = 75°, ZABC =
=a+2f=120°, /BCD = = 45° ja ZCDA = 360°—75°-120°—45° = 120°.
Lahendus 2. Kasutame samu tdhiseid nagu lahenduses 1. Kolmnurk BCD
on vordhaarne, seetdttu /DCB = ZDBC = f. Et punkt D on kolmnurga
ABC umberringjoone keskpunkt, siis ZBDC = 2/BAC = 2f. Kolmnurga
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a/p
D (41 a+p
B
a
B-a
C
Joonis 1

BCD nurkade suurused on seega 3, § ja 2, jarelikult S+ +28 = 180° ehk
/BDA 2
f = 45°. Bt /BCA = , siis ABCD:g+a:,B,kusta:§,B:30°.

Antud nelinurga ABCD nurkade suurused on jérelikult /DAB = ZABD =
180° — R o o o

= —F = 75°, Z/ABC = /ABD + ZCBD = 75° +45° = 120°,
/BCD = f=45° ja ZCDA = ZCDB + ZBDA =90° + 30° = 120°.

Medirkus. Nelinurga kumerus jareldub tegelikult {ilesande muudest tingi-
mustest. Vaatleme ringjoont, mille keskpunkt on D ja mis ldbib punkte A
ja B, ning sellel ringjoonel punkti C. Kui punktid A ja B asuksid sirgest CD
erineval pool, siis oleks ZADB > Z/BCA > /DCA, mistottu nurgad ZADB
ja ZDCA ei saaks olla vordsed.

. Kahes kotis olevate kommide arvu vahe saab olla ainult arvu 3 kordne, sest
alguses on see vahe 0 ja iihe kdiguga saab ta muutuda ainult kas 0 v6i 3
vorra. Seega suvalisest vaheseisust saab Juku kdik kommid dra votta nii,
et kahandab esimest tiitipi kdikudega iga kommikoti kommide arvu kol-
me vorra, kuni see arv saab vordseks koige vihem komme sisaldava koti
kommide arvuga, ja kui kommide arv koigis kottides on saanud vordseks,
siis kahandab teist tiilipi kdikudega koigi kottide kommide arvu iihe vorra,
kuni kommikotid saavad tiihjaks.

. Vastus: sobib niiteks a>x? + (b® — 3abc)x + ¢ = 0.
Jagades ldhtevorrandi pooled 14bi arvuga a, saame taandatud ruutvorrandi

b ¢ i i . o .
x* + =x+ = = 0, mille lahendid on samuti X1 ja xp. Viéte'i valemite pohjal
a a
. c e
X1+ X = —— ja x1x = —. Nuitid
a a
X+ = (0 + ) (X — XX+ x5) = (11 + 1) ((x1 + %)% = 3x1%2) =

7



A
=-=.([=] -3-2],
a a a
c\3
=t = ()

Siit leiame uuesti Viete'i valemeid kasutades ruutvorrandi, mille lahendid

onxi’jaxg:
b ((b)? 3
x2+—-((—) —3-£)x+(£) =0.
a \\a a a

3

Korrutades viimase vorrandi pooli arvuga a”, saame vorrandi

a’x® + (b® —3abo)x + ¢ =0,
mille koik kordajad on tdisarvud.

. Olgu a ja b ostetud maatiiki mo6tmed. Eeldame, et maatiiki jaotamisel ja-
gunes kiilg pikkusega a osadeks pikkustega x ja a — x, kus x on pikem
osa, ning kiilg pikkusega b osadeks pikkustega y ja b — y, kus y on pikem
osa. Suurima tiiki pindala on siis xy. Tingimuse, et suurima tiiki pindala
vordub {iilejadnud kolme tiiki kogupindalaga, saame kirja panna kujul

xy=(@-xy+xb-y)+@—-x)(b-y).
Jagades vorduse molemaid pooli suurusega x(a — x)y(b — y), saame

1 1 1 1

(a—x)(b-y) - x(b-y) " (a—x)y+ xy’

Kui hind, mida iga musketdr maa eest maksis, on 1, siis viimase vorduse
vasak pool niitab, kui palju maksis tihe pinnaiihiku eest musketir, kes sai
endale maatiiki pindalaga (a— x)(b—y), parem pool aga vordub kolme iile-
jadnud musketari poolt iihe pinnaiihiku eest makstud hindade summaga.
Korrutades selle vorduse pooli pinnaiihikute arvuga iihes aakris, saamegi
iilesande viite.



Matemaatika lahtine voistlus

3. oktoober 2009 Vanem rithm

Lahendused

1. Vastus: ei.
Olgu p algarv. Kui p ei jagu 7-ga, siis p3 annab 7-ga jagamisel jadgi 1 voi
6, sest arvu p erinevaid kujusid vaadeldes saame
7k +1)* =7 (49K> + 21k* + 3k) + 1,
Tk +2)° =7 (49K> + 42k* + 12k + 1) + 1,
(7k +3)° = 7- (49K + 63k* + 27k + 3) + 6,
Tk +4)% = 7- (49K + 84K + 48k +9) + 1,
(7k +5)% = 7- (49K + 105k* + 75k + 17) + 6,
(7k +6)° = 7 (49K + 126k* + 108k + 30) + 6.
Et arv 2008 annab 7-ga jagades jadgi 6 ja arv 2010 jaagi 1, siis iiks arvudest
p> +2008 ja p> + 2010 jagub igal juhul 7-ga ega ole algarv. Kui aga p jagub

7-ga, siis p = 7 ning p* + 2010 = 7° + 2010 = 2353 = 13 - 181, mis samuti
pole algarv.

2. Kui koik arvud hulknurga tippudes on vordsed, siis kehtib {ilesande vdide
triviaalselt. Eeldame, et arvude hulgas leidub nii nulle kui {ihtesid. Toes-
tame induktsiooniga, et suvalise kumera hulknurga puhul saab iilesandes
kirjeldatud kolmnurgad moodustada nii, et igasse kolmnurka kirjutatakse
1 v6i 2.

Kui n = 3, siis see vdide kehtib, sest tippude arvude summa ei saa olla 0
ega 3. Kui n = 4 (joonis 2), siis tombame diagonaali, mis iihendab tippe,
kus on arvud 0 ja 1 (tekib kaks kolmnurka summadega 1 v6i 2), voi kui

Joonis 2
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Joonis 3

sellist diagonaali ei leidu, siis tombame diagonaali, mis {thendab tippe, kus
on arvud 0 ja 0 (tekib kaks kolmnurka summadega 1). Kui n = 5, siis vali-
me sellised kaks korvutiasuvat tippu, kus on arvud 0 ja 1, ning kolmanda
tipu P, mis pole kummagi naaber (joonis 3). Séltumata sellest, kas tipus P
on 0 voi 1, saame sealt tdmmata iihte valitud tippu diagonaali nii, et sel-
le iihes otstipus on 0 ja teises 1. Niiiid jaguneb hulknurk kaheks vdiksema
tippude arvuga kumeraks hulknurgaks, mille tippudesse kirjutatud arvude
hulgas esinevad nii 0 kui 1. Induktsiooni eelduse pohjal on voimalik mole-
mad hulknurgad jaotada kolmnurkadeks summaga 1 v6i 2.

. Vastus: \la+ Vb +\/b+ Va.

Antud arvude ruudud on vastavalt a+vVb+b+ Va+ 2\/(a +Vb)(b+ Va) ja

a++va+b+ Vb + 2\/(a +Va) (b+ \/E). Et esimese nelja liidetava summad
on neis vordsed, siis piisab vorrelda neile jirgnevate juurealuste avaldiste

védrtusi ab + Vab + ava + bV'b ja ab + Vab + av'b + by/a. Viimastes on
kahe esimese liidetava summad vordsed. Et aga av/a+ bVb-aVb- bva =
= (a-b)(Va-Vb) = Wa+ Vb (/a- Vb)? >0, siis on esimene iilesande

arv suurem.

Lahendus 2. Toestame, et kehtib vorratus

Va+Vb+ \/b+\/ﬁ>\/a+ va+\/b+Vb.

Uldisust kitsendamata olgu a > b. Eelmine vorratus on samaviirne vorra-
tusega

\/a+\/5—\/b+\/5>\/a+\/5—\/b+\/ﬁ.

Korrutades siin vasakut poolt arvuga \/ a+Vb+ \/ b + Vb ja paremat poolt
arvuga \/ a++va+ \/ b + v a, saame kehtiva vorduse

(a+Vb) - (b+Vb) = (a+Va) - (b+a)
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Joonis 4 Joonis 5

(mdlemad pooled on vordsed arvuga a — b). Et a > b, siis ilmselt

\/a+\/5+\/b+\/5<\/a+\/ﬁ+\/b+\/_,

millest jareldubki vajalik vorratus.

4. Kolmnurga ABC vordhaarsusest jareldub, et kas |AB| = |AC|, |BC| = |BA|
voi |CA| = |CB|. Analiitisime neid juhte eraldi.

a)

b)

c)

Kui |AB| = |AC| (joonis 4), siis nditame, et ringjoon c¢ ldbib ABC
tmberringjoone keskpunkti. Olgu O kiilje AB keskristsirge see 16ike-
punkt ringjoonega c¢, mis jadb sirgest AB samale poole nagu C. Siis
Z0AB = ZOBA. Kasutades teoreemi puutujast ja loikajast, saame
ZOBA = ZOAC. Seega asub O kolmnurga ABC tipust A tdmma-
tud nurgapoolitajal. Et |AB| = |AC|, siis on see nurgapoolitaja iihtlasi
kolmnurga kiilje BC keskristsirge. Jdrelikult on O kolmnurga keskrist-
sirgete 16ikepunkt.

Kui |BC| = |BA| (joonis 5), siis nditame, et ringjoon ¢ ldbib ABC kor-
guste 16ikepunkti. Olgu E kolmnurga ABC tipust B tdommatud korgu-
se aluspunkt ning H selle korguse teine 16ikepunkt ringjoonega c (eri-
juhul, kui 16ikepunkte pole, vaid on iiks puutepunkt, loeme H = B).
Teoreemi pdhjal puutujast ja 16ikajast saame ZEBA = ZEAH. Seega
/ACB+ /CAH = ZCAB + ZEBA = 90°, kust AH L BC. Jarelikult on
H korguste 1o6ikepunkt.

Kui |CA| = |CB| (joonis 6), siis néditame, et ringjoon c ldbib ABC si-
seringjoone keskpunkti. Olgu I kolmnurga ABC tipust A tdmmatud
nurgapoolitaja 16ikepunkt ringjoonega c. Teoreemi pohjal puutujast ja
Ioikajast L/CAI = ZIBA. Seega /BAI = ZIBA, mistottu I asub 16i-
gu AB keskristsirgel. Et |[CA| = |CBl|, siis on see keskristsirge iihtlasi
kolmnurga nurga ACB poolitaja. Jérelikult on I nurgapoolitajate 16i-
kepunkt.
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Joonis 6

5. Lahendus 1. Toestame vdite induktsiooniga 7 jérgi. Kui n = 2, siis ainuke-
sed iilesande tingimust rahuldavad arvud on a; =1 ja a» = 1, mille korral
a; — ap = 0. Eeldame niiiid, et tilesande véide kehtib, kui 2 < n < k, ning
toestame, et vdide kehtib siis ka n = k + 1 korral. Vaatleme kahte juhtu.

a) Kui ag+1 = ag, siis a; + a2 + ... + ax_, on paarisarv. Et see juht on
voimalik ainult k£ > 2 korral, siis saame kasutada induktsiooni eeldust
n = k — 1 korral. Seega voib avaldises a; + a» +... + ai_; valida margid
nii, et avaldise vddrtus on 0. Liites sellele avaldisele ay — a1, saamegi
vastava avaldise n = k + 1 jaoks.

b) Kui a; # ay+1, siis vaatleme arvujdarjendit ay, ..., a1, |ayr — ag+1l.
Et |ax — ax+1l ja ar + ar+1 paarsused on samad, siis on selle jarjendi
arvude summa paarisarv. Samuti 1 < |a; — a4+ < k. Seega on {iles-
ande eeldused tdidetud ka selle k-liikmelise jarjendi korral, mistottu
avaldises a; + ay + ... + ay_; * |ay — ay+1| saab valida margid nii, et

selle avaldise vddrtus on 0. Et alati kas |ay — ar+1| = ar — a1 VOi
lax — ar+1| = arx41 — ag, siis saame siit ka vastava avaldise arvude a,
ap, ..., Ak, Q41 jaoks.

Lahendus 2. Toestame induktsiooniga i jdrgi, et iga i ja s korral, kus
l=si<njal<s<a +...+a; onarvudest aj, ..., a; voimalik vilja
valida komplekt arve, mille summa on s. (Selle viite tGestamisel pole vaja
eeldust, et kdigi arvude summa on paarisarv.) Kui i = 1, siis vdide kehtib,
sest a; = 1. Kehtigu vdide i = k — 1 korral ning vaatleme juhtu i = k. Olgu
S=a1+...+arjaS =a;+...+aj_1.Kui 1 < s <5, siis induktsiooni eel-
duse péhjal vdide kehtib. Kui S’ < s < S, siis 0 < s—ay < S': esimene vorra-
tus kehtib tinu sellele, et a; < kja S’ = k—1, millest s—a = s—S -1 = 0;
teine vorratus kehtib, sest S = S’ + a. Seega summa s saamiseks voime
valida arvu ay ja kui s—ay > 0, siis lisada talle induktsiooni eelduse pdhjal
arvude ay, ..., ai-; hulgast need, mille summa on s — a.

Olguniitid a;+ax+...+a, = 2T. Valime arvude a;, a, ..., a, hulgast vilja
arvud summaga 7. Sellega jagunevad koik arvud kaheks vordse summaga
rithmaks ning me voime miinused kirjutada parajasti selle rithma arvude
ette, mis ei sisalda arvu a;.
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Lahendus 3. Alustame markide valimist tagantpoolt: olgu S; = a,. Edasi
valime Si.1, k =1, ..., n— 1, jargnevalt: kui S; = 0, siis votame Sy =
= Sk — ay_i, muidu Si;1 = Sy + a,_j. Nditame, et niimoodi valides kehtib
alati |Sg| < n — k + 1. Viide kehtib, kui k = 1. Eeldame, et vdide keh-
tib, kui k = m. Nditame, et siis kehtib vdide ka juhul k = m + 1. Kui
Sm=0,s8is Spy1 =Sm—ap-m s (nm—-m+1) —-1=n-mning Sy41 =
=Sn—an-m=0-(n—-m),seega |Sy+1l < n—m.Kui Sy, <0, siis Syp41 =
=Sm+an-m <0+n-mijaSpys1 =Sm+ap-mz-m-m+1)+1=
= —(n - m), seega jille |Sy+1l < n—m.

Et Skl sn-k+1, k=1,..., n,siis |S,| < 1. Et kdigi liidetavate summa on
paaris ning liidetavate mirkide muutmine summa paarsust ei muuda, siis
on ka S, paaris, seega S, = 0. Kui niimoodi saadud summas on liikme a;
ees miinusmark, siis muudame koik valitud mérgid vastupidiseks.

Lahendus 4. (Rauno Siinmaa). Nditame, et arvud ay, ..., a, on voimalik ja-
gada kahte rithma nii, et nende rithmade summad on vordsed. Juhul n = 2
on a; = ay = 1, seega viide on ilmne. Oletame, et vdide kehtib, kui n = k.
Néitame, et siis kehtib vdide ka juhul n = k + 1. Vaatleme kolme juhtu.

a) Kui ay+ = 1, siis, kui koik arvud on iihed, peab neid olema paarisary,
seega on neid voimalik kahte rithma jagada. Kui leidub méni iihest
suurem aj;, siis vaatleme arvujdrjendit, a, ..., ax, kus a; asemel on
aj — 1. Need arvud on induktsiooni eelduse kohaselt voimalik kahte
vordse summaga rilhma jagada. Niilid asendades a;—1 arvuga a; ning
lisades teise rithma aj,; saamegi vastava jaotuse n = k + 1 jaoks.

b) Kui agy; = 2, siis a1, ..., a; on vdimalik kahte rithma jagada. Niitid
lisame aj; rithma, mis sisaldab a; = 1 ning tdstame a; teise rithma
ning saame vastava jaotuse n = k + 1 jaoks.

¢) Niitame, et kui meil on olemas rithmadeks jaotus ay, ..., ar+; jaoks,
siis eeldusel ai;1+2 < k+1 saame jaotuse ka ay, ..., ax+1+2 jaoks (siis
osa a) kasutades saame jaotuse juhul, kui a4, on paaritu, ja osa b) ka-
sutades juhul, kui ap,; on paaris). Olgu j arvu ay,; sisaldava riihma
arvude vdhim indeks; tingimuse ay4+2 < k+1 tottu j # k+1. Siis vé-
hemalt a;, ..., a;j— kuuluvad teise rithma. Induktsiooni kasutades va-
lime neist arvudest vélja arvud, mille summa on j—1:kui aj_; = j—1,
siis piisab arvust a;-;; kui aga a;—; < j — 1, siis valime arvu a;-, ja,
defineerides d = j — 1 — aj_, lisame talle arvude ay, ..., ag hulgast
need, mille summa on d (ilmselt a; = 1). Nuid vahetame véljavali-
tud arvud arvuga b teisest rithmast ja paneme ay;; asemele ay; + 2.
Sellega suureneb moélema rithma summa 1 vorra.

Midrkus. Lahendusest 2 ndeme, et {ilesande viite kehtimiseks piisab eel-
duse a; < k asemel ka {ildisemast eeldusest ay < 1+ a; +... + ar_; iga
k=2,..., nkorral.
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Matemaatika lahtine voistlus

3. oktoober 2009 Noorem rithm

Hindamisskeemid

1. (Maksim Ivanov) Tiiipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Téielik lahendus: 7p
o Tiaielik lahendus, kus moned viited on kirja pandud ebamaééira-
selt voi esinevad pisivead: 5-6 p

o Oige vastus koos mone kasuliku tihelepanekuga (kui on niiteks
uuritud arvu n paarsust, leitud selle arvu viimane number, esi-
tatud 4" tdisruuduna): 2-4p
o Ainult 6ige vastus: 1p
Ulesanne osutus lahendajatele iildiselt keeruliseks ja enamus joudis proo-
vimise teel vaid dige vastuseni. Ullatavalt palju oli arvutusvigu, niiteks
3% = 9 ja V36 = +6. Samuti nditeks 4" puhul viideti, et n ei saa iihega
vorduda, sest tavaliselt arvu 1 astendajaks ei kirjutata.

. (Reimo Palm) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

o Vordhaarsete kolmnurkade ABD, BCD, ACD abil avaldatud
nelinurga nurkade suuruste arvutamiseks vajalike abinurkade

suurused nurkade @« = ZADB ja § = ZCBD suuruste kaudu: 2p
o Leitud a ja : 4p
o Leitud nelinurga nurkade suurused: 1p

Punkte voeti maha ebapiisavate selgituste eest.

Selle iilesande lahendamiseks on vaja tunda kolmnurga nurkade vahel keh-
tivaid seosed ja osata nendest tuletada uusi vordusi. Paljudel, kes seda iiles-
annet lahendada ei suutnud, jdi puudu siistemaatilisusest ja jarjekindlu-
sest. Mitmed jdid kimpu tippude kaudu véljendatud nurkade analiitisimi-
sega, sel juhul oleks voinud parema iilevaate saamiseks tdhistada vordsed
nurgad samade tdhtedega (nditeks «a ja f3).

Esines ka elementaarseid vigu, niiteks arvati, et kui nelinurga kaks vastas-
nurka on vordsed, siis on ka iilejadnud kaks vastasnurka vordsed, voi et
tilesandes antud kiilgede vordsusest jareldub, et nelinurk on romb véi tra-
pets.

. (Laur Tooming) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid
summeeriti.
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o Idee kasutada jadke 3 jargi voi liksikutes kottides olevate kom-
mide arvude jaguvust 3-ga, voi tdhelepanek, et kommide ko-

guarv parast iga kdiku jagub 3-ga: 1p
o Téhelepanek, et iga kdigu jarel on kommide arvu jadk 3-ga ja-

gades koigis kottides sama: 2p
o Eelneva tdhelepaneku p6hjendus: 1p
o Kirjeldatud, kuidas tiihjendada kotte, 1ahtudes suvalisest algsei-

sust saavutatavast seisust: 3p

4. (Kairi Kangro) Tipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Téielik lahendus: 7p
o Vorrand kujul @®x* — a®(x} + x3)x + a®x3 x5 = 0: 4p
o Vorrand kujul ax? — a(x} + x3)x + axi x3 = 0: 2p
o Erijuhu lédbivaatamine: 0p

Teises punktis oleva vorrandi eest anti lisapunkte, kui oli iiritatud pohjen-
dada kordajate tdisarvulisust. Punkte voeti maha arvutusvigade eest.

Ullatavalt paljud 6pilased ei olnud tilesande tekstist aru saanud ja pakkusid
vastuseks monda konkreetsete arvuliste kordajatega ruutvorrandit. Teine
levinum viga oli see, et eeldati, et kuna a, b ja c on tdisarvud, on x; ja x»
samuti tdisarvud. Sageli {iritati alustada ruutvérrandi lahendivalemi kuupi-
tostmisega, mis iseenesest viib lahenduseni, ent kuupitdstmisel tehti viga
(a+b)°=ad+ 1.
5. (Uve Nummert) Tipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
o Téielik lahendus (téestatud iildjuhu jaoks): 7p

o Esitatud tdestatav viide, et vdhima tuki aakrihind on vordne
tilejadnud tiikkide aakrihindade summaga, ning aakrihinnad ka

oigesti avaldatud, ent tdéestus puudub: 3p
o Tdestatud iihe konkreetse jaotuse jaoks: 3p
o Toestatud konkreetsete pindalade jaoks, ilma kiiljepikkusi vaat-

lemata: 1p

o Selgelt esitatud toestatav vdide, et vdhima tiiki aakrihind on
vordne iilejadnud tiikkide aakrihindade summaga; edasi pole

lahendatud v6i on aakrihinnad vigaselt avaldatud: 1p
o Ei ole tdestatavast viitest digesti aru saadud, vdi vaadeldakse
iiksnes maatiikke ja mitte nende aakrihindu: Op

Suur osa lahendajaist ei olnud aru saanud, et vordse maksumuse korral on
aakri hind p6o6rdvordeline maatiiki pinnaga, mistéttu suurim aakrihind on
vdhima pindalaga maatiikil. Mitmel juhul oli aakrihinnaks voetud hoopis
maatiiki pinna ja maksumuse jagatis, mitte vastupidi, ning saadud sellest
tulenev triviaalne vordus aakrihindade jaoks. Paljud olid vaadelnud ka iiht
konkreetset 16ikevoimalust, kuid neid voimalusi on siin I6pmata palju.
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Matemaatika lahtine voistlus

3. oktoober 2009 Vanem rithm

Hindamisskeemid

1. (Indrek Zolk) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-

meeriti.
o Analiiiisitud juht, kus algarv p ei jagu 7-ga: 5p
o Analiiiisitud juht, kus algarv p = 7: 2p

Ulesanne osutus lahendajatele ootamatult raskeks. Suur osa lahendajaid
uuris ainult arvu p vdimalikke l6punumbreid, mis on sisuliselt analiiiis
mooduli 10 jargi. Moned lahendajad tegid analiiiisi ka muude moodulite
jargi; mooduli 7 jéargi (mis viib ka sihile) aga paraku ainult seitse lahenda-
jat. Ulejddnud 1- voi 2-punktised t66d on saanud punkte ainult juhu p = 7
analiilisimise eest (ja on tdendoline, et lahendajad ei osanudki arvata, et
see juht on ka tdislahenduses vaja eraldi 14bi vaadata).

Sagedane eksiarvamus oli, et arv 1 on algarv. Samuti arvati tihti, et 7>+
+2010 = 2353 on algarv (tegelikult jagub see arv nditeks 13-ga). Mitu la-
hendajat viitsid, et algarvukaksikuid on suurte arvude seas liiga harva (voi
tildse 16plik arv) selleks, et iilesande vdide saaks kehtida. Kuigi algarvukak-
sikute hulga 16pmatust pole praeguseks tdestatud ega timber liikkatud, pole
kdesoleva iilesande seisukohalt see oluline: teadaolevaid algarvukaksikuid
on véga palju ning kaksikuid on ka véga suurte algarvude seas, seega nende
koigi 1abivaatamine poleks siinkohal moeldav.

2. (Hendrik Nigul) Lahenduse allpool maérgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

Lahendus induktsiooniga.

o Vaadeldud juhtu, kus kéik arvud kolmnurga tippudes on vord-

sed: 1p
o Idee toestada, et muudel juhtudel saab kolmnurkadesse kirju-

tada 1 voi 2: 1p
o Téestatud induktsiooni baas: 2p

o Viidud ldbi indutksiooni samm (sobiva diagonaali valimine, eel-
duste kontroll, sobiv jareldus): 3p

Lahendus algoritmiga.

o Vaadeldud juhtu, kus koéik arvud kolmnurga tippudes on vord-
sed: 1p
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o Idee tdmmata algul voimalikult palju 0-1 diagonaale: 3p
o Naidatud, mismoodi tekkinud hulknurgad sobivalt kolmnurka-
deks jagada: 3p

Selle iilesande kohta esitati palju erinevaid lahendusi ning oli palju erine-
vaid ideid. Suurem osa lahendustest, mis {ile poolte punktidest said, olid
oma olemuselt konstruktiivsed ning iiritasid ndidata, missuguse algoritmi
jargi peaks Juku diagonaale tdombama. Selle ldhenemise suurimaks komis-
tuskiviks oli pohjendamine, miks valitud algoritm ikka t66tab ehk miks te-
kivad 16puks kolmnurgad ning miks on iga kolmnurga sees kindlasti 1 voi 2.
Uksikuid punkte vois kergelt teenida erijuhu mainimise eest.
Usna paljudes to6des oli leitud kasulikke ideid, mis voiksid viia tdislahen-
duseni, ent sageli jdi puudu just arutlemisoskusest, et oma ideed ka tervik-
likuks lahenduseks kokku panna.
. (Oleg Kosik) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

o Ulesanne taandatud arvude aVb + bv/a ja ava + bvV'b vordle-

misele: 3p

o Arvude vordlemine ja loppjarelduse tegemine: 4p
Moned lahendajad kaotasid punkti sellega, et kontrollisid, kas esimene arv
voib olla suurem ja kas teine arv voib olla suurem, kuid ei vaadelnud iildse
juhtu, kus arvud on vordsed. Kuigi see juht on kahe esimese juhuga tédiesti
analoogne, on juhtude loetlemise korral selle unustamine selge loogikavi-
ga.
Uksikute erijuhtude vaatlemise eest vois saada punkte vaid siis, kui tehtud
analiiiis on mingil mé&éral {ildistatav iildjuhule (néiteks esineb ruutu tost-
mine).
Ulesanne oli maeldud komplekti koige lihtsamaks ja selliseks ta ka osutus.
. (Hérmel Nestra) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o Lahendus teravnurkse vo6i niirinurkse kolmnurga jaoks juhul

|AB| = |AC|: 2p
o Lahendus teravnurkse vo6i niirinurkse kolmnurga jaoks juhul

|BC| = |BA|: 2p
o Tiéielik lahendus juhul |[CA| = |CB]: 2p
o Lahendused iilejadnud juhtudel: 1p

Kolmest pdhijuhust igatihes vdis saada 1 p, kui oli tehtud kasulikke nurka-
de arvutusi rohkem kui paljalt siimmeetriakaalutlustest tulenevad.
Ulesanne osutus oodatult raskeks. Tdislahendust polnudki, sest ka pari-
mates téodes oli vdhemalt {iks juht kisitletud vaid teravnurksete kolm-
nurkade korral. Enamik punkte teeninutest sai neid juhu |CA| = |CB| eest.
Uhes t60s oli kasutatud huvitavat ideed, millega juhud |AB| = |AC]| ja
|BC| = |BA| vaadati ldbi tihekorraga.
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Osutus, et valdav enamik opilasi ei tea teoreemi puutujast ja ldikajast. On
kahju, et seda teoreemi koolis ei 6pita, kuna tegu on véga lihtsa jareldusega
teistest, kooliprogrammis esinevatest faktidest. Seda, et puutuja ja puute-
punktist tdommatud kd6lu vaheline nurk moodustab poole kddlule toetu-
vast kesknurgast, voib tdestada palja nurkade arvutusega, kasutades fakti,
et puutepunkti tdommatud raadius on puutujaga risti. Teoreem puutujast ja
16ikajast jareldub niitid otse kesknurga-piirdenurga vahelisest seosest.

. (Urve Kangro) Tiitipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Tiislahendus: 7p

o Pohimotteliselt dige tdestus, aga vigaste vahetulemustega: 5p

o Juhu n = 2 korrektne lahendus (koos pohjendusega, miks ainus
voimalik arvuvalik on a; = 1, a, = 1): 1p

Teiste erijuhtude vaaatlemise eest punkte ei saanud, kuna juht n = 2 sobib
induktsiooni baasiks ja on seega voimaliku lahenduse osa, teised erijuhud
aga ei aita lahendada tildjuhtu. Samuti ei saanud punkte viite eest, et ku-
na arvude summa on paarisary, siis ilmselt on voimalik nad jagada kahte
vordse summaga gruppi. See on kiill 6ige, kuid sisuliselt tilesande triviaal-
ne limbersonastus ja vajab kindlasti pohjendust.

Paljudes tooddes oli tehtud eeldus, et need arvud peavad olema jirjestiku-
sed tdisarvud. See on tilesande kitsas erijuht ja selle eest punkte ei saanud.
Lihtsalt ndidete toomise eest ka punkte ei saanud.
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