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Matemaatika lahtine võistlus

3. oktoober 2009 Noorem rühm

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia kõik positiivsed täisarvud n , mille korral 1 + 22 + 33 + 4n on mingi
täisarvu ruut.

2. Kumeras nelinurgas ABCD , kus |AD| = |BD| = |CD|, kehtivad võrdused
∠ADB = ∠DC A ja ∠CBD = ∠B AC . Leia nelinurga nurkade suurused.

3. Köögikapis on kolm kommikotti, kõigis algul ühepalju komme. Iga kord,
kui Juku köögis käib, võtab ta kas ühest kotist kolm kommi või igast kotist
ühe kommi. Tõesta, et sõltumata sellest, kuidas Juku komme võtab, säilib
tal igal hetkel võimalus kõik kommikotid tühjaks võtta.

4. Ruutvõrrandi ax2 + bx + c = 0 kordajad a , b , c on täisarvud. Olgu x1 , x2

selle ruutvõrrandi lahendid. Koosta täisarvuliste kordajatega ruutvõrrand,

mille lahendid on arvud x3
1 ja x3

2 .

5. Neli musketäri ostsid ristkülikukujulise maatüki, makstes selle eest võrd-
selt. Nad jaotasid maatüki kahe lõikega neljaks ristkülikukujuliseks osaks,
millest iga musketär sai ühe. Seejuures osutus, et üks musketär sai niisama
palju maad kui ülejäänud kolm kokku. Tõesta, et ühe musketäri maatüki
aakrihind kujunes niisama suureks kui ülejäänud kolme musketäri maa-
tükkide aakrihinnad kokku.



Matemaatika lahtine võistlus

3. oktoober 2009 Vanem rühm

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Kas leidub selline algarv p , et p3 + 2008 ja p3 + 2010 on samuti algarvud?

2. Korrapärase n-nurga igasse tippu on kirjutatud kas arv 0 või arv 1. Juku
jaotab n-nurga lõikumatute diagonaalidega kolmnurkadeks ning kirjutab
iga kolmnurga sisse tema tippudes olevate arvude summa. Tõesta, et Juku
saab diagonaalid valida nii, et kolmnurkadesse kirjutatud arvudest suurim
ja vähim ei erine rohkem kui 1 võrra.

3. Olgu a ja b erinevad positiivsed reaalarvud. Kumb arv on suurem, kas
√

a +
p

b +
√

b +
p

a või

√

a +
p

a +
√

b +
p

b?

4. Ringjoon c läbib võrdhaarse kolmnurga ABC tippe A ja B ning puutub sir-
get AC . Tõesta, et ringjoon c läbib kolmnurga ABC ümberringjoone kesk-
punkti, siseringjoone keskpunkti või kõrguste lõikepunkti.

5. Antud on n Ê 2 positiivset täisarvu a1 , a2 , . . . , an , mille summa on paa-
risarv ja mis iga i = 1, 2, . . . , n korral rahuldavad tingimust ai É i . Tõesta,
et avaldises a1±a2±. . .±an saab märgid valida nii, et selle avaldise väärtus
on 0.



Открытое соревнование по математике

3 октября 2009 г. Младшая группа

Время, отводимое для решения: 5 часов.

Верное и достаточно обоснованное решение каждой задачи даёт 7 баллов.

Пользоваться калькулятором не разрешается.

1. Найти все положительные целые числа n , при которых 1 + 22 + 33 + 4n

является квадратом некоторого целого числа.

2. В выпуклом четырёхугольнике ABCD , где |AD| = |BD| = |CD|, имеют
место равенства ∠ADB = ∠DC A и ∠CBD = ∠B AC . Найти величины

углов четырёхугольника.

3. В кухонном шкафу лежат три мешка с конфетами, в которых изначально

одинаковое количество конфет. Каждый раз, когда Юра заходит на кух-

ню, он берёт либо три конфеты из одного мешка, либо по одной конфете

из каждого мешка. Доказать, что в независимости от того, как Юра берёт

конфеты, в любой момент у него сохраняется возможность опустошить

все мешки с конфетами.

4. Коэффициенты a , b , c квадратного уравнения ax2 + bx + c = 0 являются
целыми числами. Пусть x1 , x2 –– корни этого квадратного уравнения. Со-
ставить такое квадратное уравнение с целочисленными коэффициентами,

корнями которого являются числа x3
1 и x3

2 .

5. Четыре мушкетёра приобрели кусок земли прямоугольной формы, запла-

тив за него поровну. Двумя разрезами эту землю они поделили на четыре

части прямоугольной формы, из которых каждый мушкетёр получил од-

ну. Затем оказалось, что один мушкетёр получил столько земли, сколько

остальные трое вместе. Доказать, что цена акра земли участка одного из

мушкетёров оказалась равной сумме цен акра земли участков остальных

трёх мушкетёров.



Открытое соревнование по математике

3 октября 2009 г. Старшая группа

Время, отводимое для решения: 5 часов.

Верное и достаточно обоснованное решение каждой задачи даёт 7 баллов.

Пользоваться калькулятором не разрешается.

1. Найдётся ли простое число p , при котором p3 + 2008 и p3 + 2010 также
являются простыми числами?

2. В каждую вершину правильного n-угольника записано либо число 0, ли-
бо число 1. Непересекающимися диагоналями Юра делит n-угольник на

треугольники, после чего записывает внутри каждого треугольника сум-

му чисел в его вершинах. Доказать, что Юра может выбрать диагонали

так, чтобы из записанных внутри треугольников чисел наибольшее и наи-

меньшее не отличались более чем на 1.

3. Пусть a и b –– различные положительные действительные числа. Какое

число больше,

√

a +
p

b +
√

b +
p

a или

√

a +
p

a +
√

b +
p

b?

4. Окружность c проходит через вершины A и B равнобедренного треуголь-

ника ABC и касается прямой AC . Доказать, что окружность c проходит

через центр описанной окружности треугольника ABC , через центр его

вписанной окружности или через точку пересечения его высот.

5. Дано n Ê 2 положительных целых чисел a1 , a2 , . . . , an , сумма которых

является чётным числом и которые удовлетворяют условию ai É i для

каждого i = 1, 2, . . . , n . Доказать, что в выражении a1 ± a2 ± . . . ± an

можно выбрать знаки так, чтобы значение выражения равнялось 0.



Matemaatika lahtine võistlus

3. oktoober 2009 Noorem rühm

Lahendused

1. Vastus: n = 1.

Lahendus 1. Olgu 1+22 +33 +4n = x2 . Sellest võrdusest saame 32 = x2 −4n

ehk 25 = (x − 2n )(x + 2n). Et vasak pool on 2 aste, siis avalduvad parema
poole tegurid kujul x − 2n = 2a , x + 2n = 25−a , kus a on mingi täisarv 0-st

2-ni. Lahutades viimasest võrdusest eelviimase, saame 2n+1 = 25−a − 2a .
Võttes siin paremal poolel arvuks a järjest 0, 1, 2, näeme, et parema poole

väärtus on 2 aste ainult juhul a = 2. Siis 2n+1 = 4, millest n + 1 = 2 ja

n = 1. Kontrollides saame, et tõepoolest 1 + 22 + 33 + 41 = 62 .

Lahendus 2. Teisendame antud avaldist järgmiselt: 1+22+33+4n = 32+4n =
= 25 + 22n = 25 · (1 + 22n−5). Kui n Ê 3, siis 2n − 5 Ê 1, mistõttu 22n−5 on
paaris täisarv ja tegur 1 + 22n−5 järelikult paaritu. Seega ülesandes antud
arvu esituses algarvude astmete korrutisena esineb algarv 2 astmes 5. Et
5 on paaritu, ei ole tegu täisruuduga. Kui n = 2 või n = 1, siis vastavalt
32 + 4n = 48 või 32 + 4n = 36, millest ainult viimane on täisruut. Järelikult
sobib vaid n = 1.

Lahendus 3. Kui n = 1, 2, 3, siis ülesande avaldise väärtus on vastavalt 36,
48, 96, millest täisruut on ainult esimene. Kui n Ê 4, siis 2·2n+1 Ê 2·16+1 >
> 32, mistõttu (2n )2 < (2n )2 + 32 < (2n )2 + 2 · 2n + 1 = (2n + 1)2 . Seega arv

1 + 22 + 33 + 4n ehk (2n)2 + 32 asub suuruselt kahe järjestikuse täisarvu
ruudu vahel ning ei saa olla ise täisruut.

2. Vastus: 75◦ , 120◦ , 45◦ ja 120◦ .

Lahendus 1. Olgu ∠ADB = ∠DC A = α ja ∠CBD = ∠B AC = β (joonis 1).
Et kolmnurgas D AC kehtib |D A| = |DC |, siis ∠D AC = ∠DC A = α. Ana-
loogiliselt saame kolmnurgast D AB , et ∠DB A = ∠D AB = α + β, ning
kolmnurgast DBC , et ∠DCB = ∠DBC = β. Seega ∠BC A = β − α. Kolm-
nurga ABC nurkade summast leiame nüüd β + α + β + β + β − α = 180◦

ehk 4β = 180◦ , millest β = 45◦ . Kolmnurga ADB nurkade summast saame
α + β +α + β + α = 180◦ ehk 3α = 180◦ − 2β = 90◦ ning α = 30◦ . Nelinur-
ga ABCD nurkade suurused on järelikult ∠D AB = α + β = 75◦ , ∠ABC =
= α+2β = 120◦ , ∠BCD = β = 45◦ ja ∠CD A = 360◦−75◦−120◦−45◦ = 120◦ .

Lahendus 2. Kasutame samu tähiseid nagu lahenduses 1. Kolmnurk BCD

on võrdhaarne, seetõttu ∠DCB = ∠DBC = β. Et punkt D on kolmnurga
ABC ümberringjoone keskpunkt, siis ∠BDC = 2∠B AC = 2β. Kolmnurga

6



α β

α+ β

β

β− α

α

α

A

B

C

D

Joonis 1

BCD nurkade suurused on seega β, β ja 2β, järelikult β+β+2β = 180◦ ehk

β = 45◦ . Et ∠BC A =
∠BD A

2
, siis ∠BCD =

α

2
+ α = β, kust α =

2

3
β = 30◦ .

Antud nelinurga ABCD nurkade suurused on järelikult ∠D AB = ∠ABD =

=
180◦ −α

2
= 75◦ , ∠ABC = ∠ABD + ∠CBD = 75◦ + 45◦ = 120◦ ,

∠BCD = β = 45◦ ja ∠CD A = ∠CDB +∠BD A = 90◦ + 30◦ = 120◦ .

Märkus. Nelinurga kumerus järeldub tegelikult ülesande muudest tingi-
mustest. Vaatleme ringjoont, mille keskpunkt on D ja mis läbib punkte A

ja B , ning sellel ringjoonel punkti C . Kui punktid A ja B asuksid sirgest CD

erineval pool, siis oleks ∠ADB > ∠BC A > ∠DC A , mistõttu nurgad ∠ADB

ja ∠DC A ei saaks olla võrdsed.

3. Kahes kotis olevate kommide arvu vahe saab olla ainult arvu 3 kordne, sest
alguses on see vahe 0 ja ühe käiguga saab ta muutuda ainult kas 0 või 3
võrra. Seega suvalisest vaheseisust saab Juku kõik kommid ära võtta nii,
et kahandab esimest tüüpi käikudega iga kommikoti kommide arvu kol-
me võrra, kuni see arv saab võrdseks kõige vähem komme sisaldava koti
kommide arvuga, ja kui kommide arv kõigis kottides on saanud võrdseks,
siis kahandab teist tüüpi käikudega kõigi kottide kommide arvu ühe võrra,
kuni kommikotid saavad tühjaks.

4. Vastus: sobib näiteks a3x2 + (b3 − 3abc)x + c3 = 0.

Jagades lähtevõrrandi pooled läbi arvuga a , saame taandatud ruutvõrrandi

x2 +
b

a
x +

c

a
= 0, mille lahendid on samuti x1 ja x2 . Viète’i valemite põhjal

x1 + x2 = −
b

a
ja x1x2 =

c

a
. Nüüd

x3
1 + x3

2 = (x1 + x2)(x2
1 − x1x2 + x2

2) = (x1 + x2)
(

(x1 + x2)2 − 3x1x2
)

=

7



= −
b

a
·
((

b

a

)2

− 3 ·
c

a

)

,

x3
1 x3

2 = (x1x2)3 =
( c

a

)3
.

Siit leiame uuesti Viète’i valemeid kasutades ruutvõrrandi, mille lahendid
on x3

1 ja x3
2 :

x2 +
b

a
·
((

b

a

)2

− 3 ·
c

a

)

x +
( c

a

)3
= 0.

Korrutades viimase võrrandi pooli arvuga a3 , saame võrrandi

a3x2 + (b3 − 3abc)x + c3 = 0,

mille kõik kordajad on täisarvud.

5. Olgu a ja b ostetud maatüki mõõtmed. Eeldame, et maatüki jaotamisel ja-
gunes külg pikkusega a osadeks pikkustega x ja a − x , kus x on pikem
osa, ning külg pikkusega b osadeks pikkustega y ja b − y , kus y on pikem
osa. Suurima tüki pindala on siis x y . Tingimuse, et suurima tüki pindala
võrdub ülejäänud kolme tüki kogupindalaga, saame kirja panna kujul

x y = (a − x)y + x(b − y) + (a − x)(b − y).

Jagades võrduse mõlemaid pooli suurusega x(a − x)y(b − y), saame

1

(a − x)(b − y)
=

1

x(b − y)
+

1

(a − x)y
+

1

x y
.

Kui hind, mida iga musketär maa eest maksis, on 1, siis viimase võrduse
vasak pool näitab, kui palju maksis ühe pinnaühiku eest musketär, kes sai
endale maatüki pindalaga (a−x)(b− y), parem pool aga võrdub kolme üle-
jäänud musketäri poolt ühe pinnaühiku eest makstud hindade summaga.
Korrutades selle võrduse pooli pinnaühikute arvuga ühes aakris, saamegi
ülesande väite.
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Matemaatika lahtine võistlus

3. oktoober 2009 Vanem rühm

Lahendused

1. Vastus: ei.

Olgu p algarv. Kui p ei jagu 7-ga, siis p3 annab 7-ga jagamisel jäägi 1 või
6, sest arvu p erinevaid kujusid vaadeldes saame

(7k + 1)3 = 7 · (49k3 + 21k2 + 3k) + 1,

(7k + 2)3 = 7 · (49k3 + 42k2 + 12k + 1) + 1,

(7k + 3)3 = 7 · (49k3 + 63k2 + 27k + 3) + 6,

(7k + 4)3 = 7 · (49k3 + 84k2 + 48k + 9) + 1,

(7k + 5)3 = 7 · (49k3 + 105k2 + 75k + 17) + 6,

(7k + 6)3 = 7 · (49k3 + 126k2 + 108k + 30) + 6.

Et arv 2008 annab 7-ga jagades jäägi 6 ja arv 2010 jäägi 1, siis üks arvudest

p3 + 2008 ja p3 + 2010 jagub igal juhul 7-ga ega ole algarv. Kui aga p jagub

7-ga, siis p = 7 ning p3 + 2010 = 73 + 2010 = 2353 = 13 · 181, mis samuti
pole algarv.

2. Kui kõik arvud hulknurga tippudes on võrdsed, siis kehtib ülesande väide
triviaalselt. Eeldame, et arvude hulgas leidub nii nulle kui ühtesid. Tões-
tame induktsiooniga, et suvalise kumera hulknurga puhul saab ülesandes
kirjeldatud kolmnurgad moodustada nii, et igasse kolmnurka kirjutatakse
1 või 2.

Kui n = 3, siis see väide kehtib, sest tippude arvude summa ei saa olla 0
ega 3. Kui n = 4 (joonis 2), siis tõmbame diagonaali, mis ühendab tippe,
kus on arvud 0 ja 1 (tekib kaks kolmnurka summadega 1 või 2), või kui

0 ⋆

1⋆

0 1

01

Joonis 2
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0 1

P

Joonis 3

sellist diagonaali ei leidu, siis tõmbame diagonaali, mis ühendab tippe, kus
on arvud 0 ja 0 (tekib kaks kolmnurka summadega 1). Kui n Ê 5, siis vali-
me sellised kaks kõrvutiasuvat tippu, kus on arvud 0 ja 1, ning kolmanda
tipu P , mis pole kummagi naaber (joonis 3). Sõltumata sellest, kas tipus P

on 0 või 1, saame sealt tõmmata ühte valitud tippu diagonaali nii, et sel-
le ühes otstipus on 0 ja teises 1. Nüüd jaguneb hulknurk kaheks väiksema
tippude arvuga kumeraks hulknurgaks, mille tippudesse kirjutatud arvude
hulgas esinevad nii 0 kui 1. Induktsiooni eelduse põhjal on võimalik mõle-
mad hulknurgad jaotada kolmnurkadeks summaga 1 või 2.

3. Vastus:

√

a +
p

b +
√

b +
p

a .

Antud arvude ruudud on vastavalt a+
p

b+b+
p

a+2

√

(a +
p

b)(b +
p

a) ja

a +
p

a +b +
p

b +2

√

(a +
p

a)(b +
p

b). Et esimese nelja liidetava summad
on neis võrdsed, siis piisab võrrelda neile järgnevate juurealuste avaldiste

väärtusi ab +
p

ab + a
p

a + b
p

b ja ab +
p

ab + a
p

b + b
p

a . Viimastes on

kahe esimese liidetava summad võrdsed. Et aga a
p

a+b
p

b−a
p

b−b
p

a =
= (a − b)(

p
a −

p
b) = (

p
a +

p
b)(

p
a −

p
b)2 > 0, siis on esimene ülesande

arv suurem.

Lahendus 2. Tõestame, et kehtib võrratus

√

a +
p

b +
√

b +
p

a >
√

a +
p

a +
√

b +
p

b.

Üldisust kitsendamata olgu a > b . Eelmine võrratus on samaväärne võrra-
tusega

√

a +
p

b −
√

b +
p

b >
√

a +
p

a −
√

b +
p

a.

Korrutades siin vasakut poolt arvuga

√

a +
p

b+
√

b +
p

b ja paremat poolt

arvuga

√

a +
p

a +
√

b +
p

a , saame kehtiva võrduse

(

a +
p

b
)

−
(

b +
p

b
)

=
(

a +
p

a
)

−
(

b +
p

a
)
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A
B

C

O

c

Joonis 4

A B

C

E

H

c

Joonis 5

(mõlemad pooled on võrdsed arvuga a − b ). Et a > b , siis ilmselt

√

a +
p

b +
√

b +
p

b <
√

a +
p

a +
√

b +
p

a,

millest järeldubki vajalik võrratus.

4. Kolmnurga ABC võrdhaarsusest järeldub, et kas |AB | = |AC |, |BC | = |B A|
või |C A| = |CB |. Analüüsime neid juhte eraldi.

a) Kui |AB | = |AC | (joonis 4), siis näitame, et ringjoon c läbib ABC

ümberringjoone keskpunkti. Olgu O külje AB keskristsirge see lõike-
punkt ringjoonega c , mis jääb sirgest AB samale poole nagu C . Siis
∠O AB = ∠OB A . Kasutades teoreemi puutujast ja lõikajast, saame
∠OB A = ∠O AC . Seega asub O kolmnurga ABC tipust A tõmma-
tud nurgapoolitajal. Et |AB | = |AC |, siis on see nurgapoolitaja ühtlasi
kolmnurga külje BC keskristsirge. Järelikult on O kolmnurga keskrist-
sirgete lõikepunkt.

b) Kui |BC | = |B A| (joonis 5), siis näitame, et ringjoon c läbib ABC kõr-
guste lõikepunkti. Olgu E kolmnurga ABC tipust B tõmmatud kõrgu-
se aluspunkt ning H selle kõrguse teine lõikepunkt ringjoonega c (eri-
juhul, kui lõikepunkte pole, vaid on üks puutepunkt, loeme H = B ).
Teoreemi põhjal puutujast ja lõikajast saame ∠EB A = ∠E AH . Seega
∠ACB + ∠C AH = ∠C AB + ∠EB A = 90◦ , kust AH ⊥ BC . Järelikult on
H kõrguste lõikepunkt.

c) Kui |C A| = |CB | (joonis 6), siis näitame, et ringjoon c läbib ABC si-
seringjoone keskpunkti. Olgu I kolmnurga ABC tipust A tõmmatud
nurgapoolitaja lõikepunkt ringjoonega c . Teoreemi põhjal puutujast ja
lõikajast ∠C AI = ∠I B A . Seega ∠B AI = ∠I B A , mistõttu I asub lõi-
gu AB keskristsirgel. Et |C A| = |CB |, siis on see keskristsirge ühtlasi
kolmnurga nurga ACB poolitaja. Järelikult on I nurgapoolitajate lõi-
kepunkt.
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Joonis 6

5. Lahendus 1. Tõestame väite induktsiooniga n järgi. Kui n = 2, siis ainuke-
sed ülesande tingimust rahuldavad arvud on a1 = 1 ja a2 = 1, mille korral
a1 − a2 = 0. Eeldame nüüd, et ülesande väide kehtib, kui 2 É n É k , ning
tõestame, et väide kehtib siis ka n = k + 1 korral. Vaatleme kahte juhtu.

a) Kui ak+1 = ak , siis a1 + a2 + . . . + ak−1 on paarisarv. Et see juht on
võimalik ainult k > 2 korral, siis saame kasutada induktsiooni eeldust
n = k −1 korral. Seega võib avaldises a1 ± a2 ± . . .± ak−1 valida märgid
nii, et avaldise väärtus on 0. Liites sellele avaldisele ak − ak+1 , saamegi
vastava avaldise n = k + 1 jaoks.

b) Kui ak 6= ak+1 , siis vaatleme arvujärjendit a1 , . . . , ak−1 , |ak − ak+1|.
Et |ak − ak+1| ja ak + ak+1 paarsused on samad, siis on selle järjendi
arvude summa paarisarv. Samuti 1 É |ak − ak+1| É k . Seega on üles-
ande eeldused täidetud ka selle k -liikmelise järjendi korral, mistõttu
avaldises a1 ± a2 ± . . . ± ak−1 ± |ak − ak+1| saab valida märgid nii, et
selle avaldise väärtus on 0. Et alati kas |ak − ak+1| = ak − ak+1 või
|ak − ak+1| = ak+1 − ak , siis saame siit ka vastava avaldise arvude a1 ,
a2 , . . . , ak , ak+1 jaoks.

Lahendus 2. Tõestame induktsiooniga i järgi, et iga i ja s korral, kus
1 ≤ i ≤ n ja 1 ≤ s ≤ a1 + . . . + ai , on arvudest a1 , . . . , ai võimalik välja
valida komplekt arve, mille summa on s . (Selle väite tõestamisel pole vaja
eeldust, et kõigi arvude summa on paarisarv.) Kui i = 1, siis väide kehtib,
sest a1 = 1. Kehtigu väide i = k − 1 korral ning vaatleme juhtu i = k . Olgu
S = a1 + . . .+ ak ja S ′ = a1 + . . .+ ak−1 . Kui 1 ≤ s ≤ S ′ , siis induktsiooni eel-
duse põhjal väide kehtib. Kui S ′ < s ≤ S , siis 0 ≤ s−ak ≤ S ′ : esimene võrra-
tus kehtib tänu sellele, et ak ≤ k ja S ′ ≥ k −1, millest s−ak ≥ s−S ′−1 Ê 0;
teine võrratus kehtib, sest S = S ′ + ak . Seega summa s saamiseks võime
valida arvu ak ja kui s −ak > 0, siis lisada talle induktsiooni eelduse põhjal
arvude a1 , . . . , ak−1 hulgast need, mille summa on s − ak .

Olgu nüüd a1+a2+. . .+an = 2T . Valime arvude a1 , a2 , . . . , an hulgast välja
arvud summaga T . Sellega jagunevad kõik arvud kaheks võrdse summaga
rühmaks ning me võime miinused kirjutada parajasti selle rühma arvude
ette, mis ei sisalda arvu a1 .
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Lahendus 3. Alustame märkide valimist tagantpoolt: olgu S1 = an . Edasi
valime Sk+1 , k = 1, . . . , n − 1, järgnevalt: kui Sk Ê 0, siis võtame Sk+1 =
= Sk − an−k , muidu Sk+1 = Sk + an−k . Näitame, et niimoodi valides kehtib
alati |Sk | É n − k + 1. Väide kehtib, kui k = 1. Eeldame, et väide keh-
tib, kui k = m . Näitame, et siis kehtib väide ka juhul k = m + 1. Kui
Sm Ê 0, siis Sm+1 = Sm − an−m É (n − m + 1) − 1 = n − m ning Sm+1 =
= Sm − an−m Ê 0 − (n − m), seega |Sm+1| É n − m . Kui Sm < 0, siis Sm+1 =
= Sm + an−m < 0 + n − m ja Sm+1 = Sm + an−m Ê −(n − m + 1) + 1 =
= −(n − m), seega jälle |Sm+1| É n − m .

Et |Sk | É n−k +1, k = 1, . . . , n , siis |Sn | É 1. Et kõigi liidetavate summa on
paaris ning liidetavate märkide muutmine summa paarsust ei muuda, siis
on ka Sn paaris, seega Sn = 0. Kui niimoodi saadud summas on liikme a1

ees miinusmärk, siis muudame kõik valitud märgid vastupidiseks.

Lahendus 4. (Rauno Siinmaa). Näitame, et arvud a1, . . . , an on võimalik ja-
gada kahte rühma nii, et nende rühmade summad on võrdsed. Juhul n = 2
on a1 = a2 = 1, seega väide on ilmne. Oletame, et väide kehtib, kui n = k .
Näitame, et siis kehtib väide ka juhul n = k + 1. Vaatleme kolme juhtu.

a) Kui ak+1 = 1, siis, kui kõik arvud on ühed, peab neid olema paarisarv,
seega on neid võimalik kahte rühma jagada. Kui leidub mõni ühest
suurem a j , siis vaatleme arvujärjendit, a1, . . . , ak , kus a j asemel on
a j − 1. Need arvud on induktsiooni eelduse kohaselt võimalik kahte
võrdse summaga rühma jagada. Nüüd asendades a j −1 arvuga a j ning
lisades teise rühma ak+1 saamegi vastava jaotuse n = k + 1 jaoks.

b) Kui ak+1 = 2, siis a1 , . . . , ak on võimalik kahte rühma jagada. Nüüd
lisame ak+1 rühma, mis sisaldab a1 = 1 ning tõstame a1 teise rühma
ning saame vastava jaotuse n = k + 1 jaoks.

c) Näitame, et kui meil on olemas rühmadeks jaotus a1 , . . . , ak+1 jaoks,
siis eeldusel ak+1+2 É k+1 saame jaotuse ka a1 , . . . , ak+1+2 jaoks (siis
osa a) kasutades saame jaotuse juhul, kui ak+1 on paaritu, ja osa b) ka-
sutades juhul, kui ak+1 on paaris). Olgu j arvu ak+1 sisaldava rühma
arvude vähim indeks; tingimuse ak+1+2 É k+1 tõttu j 6= k+1. Siis vä-
hemalt a1 , . . . , a j−1 kuuluvad teise rühma. Induktsiooni kasutades va-
lime neist arvudest välja arvud, mille summa on j −1: kui a j−1 = j −1,
siis piisab arvust a j−1 ; kui aga a j−1 < j − 1, siis valime arvu a j−1 ja,
defineerides d = j − 1 − a j−1 , lisame talle arvude a1 , . . . , ad hulgast
need, mille summa on d (ilmselt a1 = 1). Nüüd vahetame väljavali-
tud arvud arvuga b teisest rühmast ja paneme ak+1 asemele ak+1 + 2.
Sellega suureneb mõlema rühma summa 1 võrra.

Märkus. Lahendusest 2 näeme, et ülesande väite kehtimiseks piisab eel-
duse ak É k asemel ka üldisemast eeldusest ak É 1 + a1 + . . . + ak−1 iga
k = 2, . . . , n korral.
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Matemaatika lahtine võistlus

3. oktoober 2009 Noorem rühm

Hindamisskeemid

1. (Maksim Ivanov) Tüüpiliste lahenduste eest anti punkte järgmiselt.

◦ Täielik lahendus: 7 p

◦ Täielik lahendus, kus mõned väited on kirja pandud ebamäära-
selt või esinevad pisivead: 5–6 p

◦ Õige vastus koos mõne kasuliku tähelepanekuga (kui on näiteks
uuritud arvu n paarsust, leitud selle arvu viimane number, esi-
tatud 4n täisruuduna): 2–4 p

◦ Ainult õige vastus: 1 p

Ülesanne osutus lahendajatele üldiselt keeruliseks ja enamus jõudis proo-
vimise teel vaid õige vastuseni. Üllatavalt palju oli arvutusvigu, näiteks

33 = 9 ja
p

36 = ±6. Samuti näiteks 4n puhul väideti, et n ei saa ühega
võrduda, sest tavaliselt arvu 1 astendajaks ei kirjutata.

2. (Reimo Palm) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

◦ Võrdhaarsete kolmnurkade ABD , BCD , ACD abil avaldatud
nelinurga nurkade suuruste arvutamiseks vajalike abinurkade
suurused nurkade α = ∠ADB ja β = ∠CBD suuruste kaudu: 2 p

◦ Leitud α ja β: 4 p

◦ Leitud nelinurga nurkade suurused: 1 p

Punkte võeti maha ebapiisavate selgituste eest.

Selle ülesande lahendamiseks on vaja tunda kolmnurga nurkade vahel keh-
tivaid seosed ja osata nendest tuletada uusi võrdusi. Paljudel, kes seda üles-
annet lahendada ei suutnud, jäi puudu süstemaatilisusest ja järjekindlu-
sest. Mitmed jäid kimpu tippude kaudu väljendatud nurkade analüüsimi-
sega, sel juhul oleks võinud parema ülevaate saamiseks tähistada võrdsed
nurgad samade tähtedega (näiteks α ja β).

Esines ka elementaarseid vigu, näiteks arvati, et kui nelinurga kaks vastas-
nurka on võrdsed, siis on ka ülejäänud kaks vastasnurka võrdsed, või et
ülesandes antud külgede võrdsusest järeldub, et nelinurk on romb või tra-
pets.

3. (Laur Tooming) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid
summeeriti.
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◦ Idee kasutada jääke 3 järgi või üksikutes kottides olevate kom-
mide arvude jaguvust 3-ga, või tähelepanek, et kommide ko-
guarv pärast iga käiku jagub 3-ga: 1 p

◦ Tähelepanek, et iga käigu järel on kommide arvu jääk 3-ga ja-
gades kõigis kottides sama: 2 p

◦ Eelneva tähelepaneku põhjendus: 1 p

◦ Kirjeldatud, kuidas tühjendada kotte, lähtudes suvalisest algsei-
sust saavutatavast seisust: 3 p

4. (Kairi Kangro) Tüüpiliste lahenduste eest anti punkte järgmiselt.

◦ Täielik lahendus: 7 p

◦ Võrrand kujul a3x2 − a3(x3
1 + x3

2)x + a3x3
1 x3

2 = 0: 4 p

◦ Võrrand kujul ax2 − a(x3
1 + x3

2)x + ax3
1 x3

2 = 0: 2 p

◦ Erijuhu läbivaatamine: 0 p

Teises punktis oleva võrrandi eest anti lisapunkte, kui oli üritatud põhjen-
dada kordajate täisarvulisust. Punkte võeti maha arvutusvigade eest.

Üllatavalt paljud õpilased ei olnud ülesande tekstist aru saanud ja pakkusid
vastuseks mõnda konkreetsete arvuliste kordajatega ruutvõrrandit. Teine
levinum viga oli see, et eeldati, et kuna a , b ja c on täisarvud, on x1 ja x2

samuti täisarvud. Sageli üritati alustada ruutvõrrandi lahendivalemi kuupi-
tõstmisega, mis iseenesest viib lahenduseni, ent kuupitõstmisel tehti viga

(a + b)3 = a3 + b3 .

5. (Uve Nummert) Tüüpiliste lahenduste eest anti punkte järgmiselt.

◦ Täielik lahendus (tõestatud üldjuhu jaoks): 7 p

◦ Esitatud tõestatav väide, et vähima tüki aakrihind on võrdne
ülejäänud tükkide aakrihindade summaga, ning aakrihinnad ka
õigesti avaldatud, ent tõestus puudub: 3 p

◦ Tõestatud ühe konkreetse jaotuse jaoks: 3 p

◦ Tõestatud konkreetsete pindalade jaoks, ilma küljepikkusi vaat-
lemata: 1 p

◦ Selgelt esitatud tõestatav väide, et vähima tüki aakrihind on
võrdne ülejäänud tükkide aakrihindade summaga; edasi pole
lahendatud või on aakrihinnad vigaselt avaldatud: 1 p

◦ Ei ole tõestatavast väitest õigesti aru saadud, või vaadeldakse
üksnes maatükke ja mitte nende aakrihindu: 0 p

Suur osa lahendajaist ei olnud aru saanud, et võrdse maksumuse korral on
aakri hind pöördvõrdeline maatüki pinnaga, mistõttu suurim aakrihind on
vähima pindalaga maatükil. Mitmel juhul oli aakrihinnaks võetud hoopis
maatüki pinna ja maksumuse jagatis, mitte vastupidi, ning saadud sellest
tulenev triviaalne võrdus aakrihindade jaoks. Paljud olid vaadelnud ka üht
konkreetset lõikevõimalust, kuid neid võimalusi on siin lõpmata palju.
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Matemaatika lahtine võistlus

3. oktoober 2009 Vanem rühm

Hindamisskeemid

1. (Indrek Zolk) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

◦ Analüüsitud juht, kus algarv p ei jagu 7-ga: 5 p

◦ Analüüsitud juht, kus algarv p = 7: 2 p

Ülesanne osutus lahendajatele ootamatult raskeks. Suur osa lahendajaid
uuris ainult arvu p võimalikke lõpunumbreid, mis on sisuliselt analüüs
mooduli 10 järgi. Mõned lahendajad tegid analüüsi ka muude moodulite
järgi; mooduli 7 järgi (mis viib ka sihile) aga paraku ainult seitse lahenda-
jat. Ülejäänud 1- või 2-punktised tööd on saanud punkte ainult juhu p = 7
analüüsimise eest (ja on tõenäoline, et lahendajad ei osanudki arvata, et
see juht on ka täislahenduses vaja eraldi läbi vaadata).

Sagedane eksiarvamus oli, et arv 1 on algarv. Samuti arvati tihti, et 73+
+2010 = 2353 on algarv (tegelikult jagub see arv näiteks 13-ga). Mitu la-
hendajat väitsid, et algarvukaksikuid on suurte arvude seas liiga harva (või
üldse lõplik arv) selleks, et ülesande väide saaks kehtida. Kuigi algarvukak-
sikute hulga lõpmatust pole praeguseks tõestatud ega ümber lükatud, pole
käesoleva ülesande seisukohalt see oluline: teadaolevaid algarvukaksikuid
on väga palju ning kaksikuid on ka väga suurte algarvude seas, seega nende
kõigi läbivaatamine poleks siinkohal mõeldav.

2. (Hendrik Nigul) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

Lahendus induktsiooniga.

◦ Vaadeldud juhtu, kus kõik arvud kolmnurga tippudes on võrd-
sed: 1 p

◦ Idee tõestada, et muudel juhtudel saab kolmnurkadesse kirju-
tada 1 või 2: 1 p

◦ Tõestatud induktsiooni baas: 2 p

◦ Viidud läbi indutksiooni samm (sobiva diagonaali valimine, eel-
duste kontroll, sobiv järeldus): 3 p

Lahendus algoritmiga.

◦ Vaadeldud juhtu, kus kõik arvud kolmnurga tippudes on võrd-
sed: 1 p
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◦ Idee tõmmata algul võimalikult palju 0-1 diagonaale: 3 p
◦ Näidatud, mismoodi tekkinud hulknurgad sobivalt kolmnurka-

deks jagada: 3 p

Selle ülesande kohta esitati palju erinevaid lahendusi ning oli palju erine-
vaid ideid. Suurem osa lahendustest, mis üle poolte punktidest said, olid
oma olemuselt konstruktiivsed ning üritasid näidata, missuguse algoritmi
järgi peaks Juku diagonaale tõmbama. Selle lähenemise suurimaks komis-
tuskiviks oli põhjendamine, miks valitud algoritm ikka töötab ehk miks te-
kivad lõpuks kolmnurgad ning miks on iga kolmnurga sees kindlasti 1 või 2.

Üksikuid punkte võis kergelt teenida erijuhu mainimise eest.

Üsna paljudes töödes oli leitud kasulikke ideid, mis võiksid viia täislahen-
duseni, ent sageli jäi puudu just arutlemisoskusest, et oma ideed ka tervik-
likuks lahenduseks kokku panna.

3. (Oleg Košik) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

◦ Ülesanne taandatud arvude a
p

b + b
p

a ja a
p

a + b
p

b võrdle-
misele: 3 p

◦ Arvude võrdlemine ja lõppjärelduse tegemine: 4 p

Mõned lahendajad kaotasid punkti sellega, et kontrollisid, kas esimene arv
võib olla suurem ja kas teine arv võib olla suurem, kuid ei vaadelnud üldse
juhtu, kus arvud on võrdsed. Kuigi see juht on kahe esimese juhuga täiesti
analoogne, on juhtude loetlemise korral selle unustamine selge loogikavi-
ga.

Üksikute erijuhtude vaatlemise eest võis saada punkte vaid siis, kui tehtud
analüüs on mingil määral üldistatav üldjuhule (näiteks esineb ruutu tõst-
mine).

Ülesanne oli mõeldud komplekti kõige lihtsamaks ja selliseks ta ka osutus.

4. (Härmel Nestra) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

◦ Lahendus teravnurkse või nürinurkse kolmnurga jaoks juhul
|AB | = |AC |: 2 p

◦ Lahendus teravnurkse või nürinurkse kolmnurga jaoks juhul
|BC | = |B A|: 2 p

◦ Täielik lahendus juhul |C A| = |CB |: 2 p
◦ Lahendused ülejäänud juhtudel: 1 p

Kolmest põhijuhust igaühes võis saada 1 p, kui oli tehtud kasulikke nurka-
de arvutusi rohkem kui paljalt sümmeetriakaalutlustest tulenevad.

Ülesanne osutus oodatult raskeks. Täislahendust polnudki, sest ka pari-
mates töödes oli vähemalt üks juht käsitletud vaid teravnurksete kolm-
nurkade korral. Enamik punkte teeninutest sai neid juhu |C A| = |CB | eest.
Ühes töös oli kasutatud huvitavat ideed, millega juhud |AB | = |AC | ja
|BC | = |B A| vaadati läbi ühekorraga.
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Osutus, et valdav enamik õpilasi ei tea teoreemi puutujast ja lõikajast. On
kahju, et seda teoreemi koolis ei õpita, kuna tegu on väga lihtsa järeldusega
teistest, kooliprogrammis esinevatest faktidest. Seda, et puutuja ja puute-
punktist tõmmatud kõõlu vaheline nurk moodustab poole kõõlule toetu-
vast kesknurgast, võib tõestada palja nurkade arvutusega, kasutades fakti,
et puutepunkti tõmmatud raadius on puutujaga risti. Teoreem puutujast ja
lõikajast järeldub nüüd otse kesknurga-piirdenurga vahelisest seosest.

5. (Urve Kangro) Tüüpiliste lahenduste eest anti punkte järgmiselt.

◦ Täislahendus: 7 p

◦ Põhimõtteliselt õige tõestus, aga vigaste vahetulemustega: 5 p

◦ Juhu n = 2 korrektne lahendus (koos põhjendusega, miks ainus
võimalik arvuvalik on a1 = 1, a2 = 1): 1 p

Teiste erijuhtude vaaatlemise eest punkte ei saanud, kuna juht n = 2 sobib
induktsiooni baasiks ja on seega võimaliku lahenduse osa, teised erijuhud
aga ei aita lahendada üldjuhtu. Samuti ei saanud punkte väite eest, et ku-
na arvude summa on paarisarv, siis ilmselt on võimalik nad jagada kahte
võrdse summaga gruppi. See on küll õige, kuid sisuliselt ülesande triviaal-
ne ümbersõnastus ja vajab kindlasti põhjendust.

Paljudes töödes oli tehtud eeldus, et need arvud peavad olema järjestiku-
sed täisarvud. See on ülesande kitsas erijuht ja selle eest punkte ei saanud.
Lihtsalt näidete toomise eest ka punkte ei saanud.
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