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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

25. marts 2023 Loppvoor 9. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Olgu a, b ja c sellised tdisarvud, et ab + bc + ca =1ja a+ b = c. Toesta, et
korrutis abc jagub 3-ga.

1 1 1 1
On antud niisugused arvud x, y, z, et — + — + — = —— . Toesta, et ka
X y z Xx+y+z
1 1 1 1

+ + = .
x2023 " 2023 T 72023 T 42003 | 12023 1 52023

Ringjoone ¢ keskpunkt on O ja iiks diameeter on AB. Olgu M l6igu AO
keskpunkt ja CD ringjoone ¢ mingi kdol, mis ldbib punkti M. Koolul CD
valitakse punktist D erinev punkt H nii, et |[DM| = |[M H|. Leia nurga ABC
suurus, kui on teada, et BH 1L CD.

Mainguriba laiusega 1 on jaotatud iithikruutudeks. Juku ja Miku asetavad
kordamédda ithekaupa ménguriba ruutudele nuppe. Kéia tohib igale ruu-
dule, vélja arvatud neile, millel v6i millega iihist kiilge omaval ruudul juba
on nupp. Alustab Juku ning méngija, kes ei saa enam kéiku teha, on kao-
tanud. Toesta, et alati, kui ménguriba pikkuse k korral leidub Mikul véitev
strateegia, leidub ménguriba pikkuste k + 1, k + 2 ja k + 3 korral vitev stra-
teegia Jukul.

Juku joonistab kaks vordhaarset kolmnurka. Molema kolmnurga haarale
tommatud korgus jaotab alusnurga kaheks osaks, mille suurused suhtuvad
nagu 1 : x, kus x on mingi iiks ja sama positiivne arv (pole teada, kas
tdisarv). Kummalgi kolmnurgal saab valida tihe tipu nii, et valitud tippude
juures olevad nurgad on vordse suurusega. Kas voib kindlalt viita, et Juku
joonistatud kolmnurgad on sarnased?



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

25. marts 2023 Loppvoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Arvuti kirjutab ekraanile arvud 1,1,2,3,5,8,..., nii et iga arv alates kol-
mandast on kahe eelmise summa. Leia 202320232023. arvu viimane num-
ber.

. Positiivne tdisarv n esitatakse vdhemalt kahe positiivse tdisarvu summana

nii, et liidetavate ruutude summa on mingi tdisarvu ruut. Tdesta, et iga lii-
detava x korral (n — x)2 > 2Xx.

. Olgu O teravnurkse kolmnurga ABC timberringjoone keskpunkt. Loigu AB

pikendusel tile punkti B valitakse punkt D, 1digu AO pikendusel iile punk-
ti O aga valitakse punkt E, mis asub kolmnurga ABC sees ja iihtlasi kolm-
nurga BCD timberringjoone sees. Olgu F kolmnurkade ACE ja BCD iim-
berringjoonte 16ikepunkt (F # C, F # E). Leia nurga DFE suurus.

a) Joonisel vasakul on kujutatud nelja sorti pusletiikke. Kas sellistest tiikki-
dest on voimalik kokku panna 9-astmeline , piiramiid“, mis on joonisel
paremal? Igat sorti tiikke on piiramatul hulgal ning neid voib pdorata ja
peegeldada (timber poorata), kuid mitte iiksteisega katta.

o A H

b) Sama kiisimus, kui , pliramiid“ on 10-astmeline.

Juku ja Miku méngivad koordinaattasandil jirgmist mdngu. Kummalgi min-
gijal on oma nupp, mis algul asub koordinaatide alguspunktis. Oma kéaigul
peab mingija liigutama oma nupu vabal valikul tihe iihiku vorra emma-
kumma koordinaattelje sihis emmas-kummas suunas. Algul teeb Juku k kii-
ku, seejdrel teevad Juku ja Miku selles jarjekorras vaheldumisi kumbki 7 kii-
ku. Véidab Miku, kui méngu 16pus on nuppude vaheline kaugus tdisarv, vas-
tasel juhul voidab Juku. Leia koik positiivsete tdisarvude paarid (n, k), mille
korral Mikul on voimalik méng vdita Juku iga vastuméngu korral.



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

25. marts 2023 Loppvoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Mitu jérjestikust nulli on arvu 2022! + 2023! 16pus kokku?

Mdirkus. 1ga positiivse tdisarvu n korral téhistab n! korrutist 1-2-...-(n—1)-n.

Kas leiduvad sellised positiivsed reaalarvud a ja b, mis rahuldavad vorratus-

te siisteemi
Vv119a + V17b < 2ab,
a’> + b < 2v2023?

Kolmnurga ABC tipu A juures oleva sisenurga ja vélisnurga poolitajad 16i-
kavad kolmnurga ABC timberringjoont vastavalt punktides D ja E (D # A,
E # A). Olgu F sirgete AD ja BC Idikepunkt ning D' punkti D peegeldus
punktist F. Téesta, et punktid B, D’ ja E asuvad iihel sirgel parajasti siis,
kui ZBAC =2/ACB.

. Pakis on n kaarti ning igal kaardil on m erinevat siimbolit, kusjuures n ja

m on molemad positiivsed. Igal kahel kaardil on tilimalt tiks tihine siimbol.

1+v1+4nm(m -1
Toesta, et kokku esineb kaartidel vihemalt 5 ( ) erinevat

stimbolit.

Kellaga on voimalik teha jargmisi operatsioone.

1) Keerata suurt osutit suvalise nurga vorra emmas-kummas suunas, mis-
puhul iihtlasi p66rdub véike osuti 12 korda vdiksema nurga vorra samas
suunas.

2) Keerata korraga molemat osutit suvalise {ihe ja sama nurga vorra ithes
ja samas suunas.

Leia vdhim selline nurk «a, et kell on voimalik suvalisest algasendist digeks
keerata nii, et suur osuti podrdub molemat liiki operatsioonide kdigus kokku
ilimalt nurga a vorra (kummaski suunas tehtud poorded ldhevad arvesse
plussmaérgiga).

Medirkus 1. Algasendis ei tarvitse osutid ndidata tihtki korrektset kellaaega.

Mdrkus 2. Mitte arvestada aja edasikulgemisega kella keeramise jooksul.



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

25. marts 2023 Loppvoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Olgu n positiivne tdisarv ning k selline tdisarv, et 0 < k < n. Toesta, et
arv C ’,f jagub vdhemalt iihe arvu n algteguriga.
Mirkus. Kirjutis C',f tdhistab kombinatsioonide arvu n elemendist k-kaupa.

. Olgu P(x) poliinoom astmega 2023, kus koik kordajad on nullid ja tihed,

kusjuures P(0) = 1. Toesta, et koik poliinoomi P(x) reaalarvulised juured

1-v5

on viiksemad kui 7

Mirkus. Poliinoom P(x) on tapselt iihest tundmatust x soltuv avaldis kujul
alxl + al_lxlfl +...+a1x+ ap, kus a; # 0 ja [ on mingi naturaalarv. Arvu /
nimetatakse selle poliinoomi astmeks, arve a;, a;—1, ..., a1, ap aga selle po-
liinoomi kordajateks.1ga arvu c¢ korral tdhendab P(c) avaldise P(x) véartust,
kui votta tundmatu x vdartuseks c. Poliinoomi P(x) juureks nimetatakse ar-
vu ¢, mille korral P(c) = 0.

Kolmnurgas ABC on ZACB = 90°. Olgu F tipust C tdmmatud korgu-
se aluspunkt. Olgu kolmnurkade ABC, ACF ja BCF siseringjoonte kesk-
punktid vastavalt I, I ja I, ning olgu M, M; ja M, vastavalt kolmnurkade
ABC, ACF ja BCF siseringjoonte puutepunktid nende kolmnurkade hiipo-
tenuusidega AB, CA ja CB. Tdesta, et M on kolmnurga I, I, timberring-
joone keskpunkt ja tihtlasi sirgete M I; ja M» I» 16ikepunkt.
Matemaatikaoliimpiaadi korralduseelarvest on puudu n eurot. Probleemi
lahendamiseks otsustab komisjoni esimees varastada juveelipoest tdpselt
n euro vairtuses juveele. Juveelipoes on reas juveelid, millest esimese kahe
vadrtused on vastavalt 1 ja 2 eurot ning iga juveel alates kolmandast maksab
tdpselt niisama palju kui eelmised kaks kokku (ehk jargmiste juveelide vaar-
tused on 3,5, 8,13, ... eurot). Juveelipoes on aga alarm, mis aktiveerub, kui
votta reast dra kaks korvutiasuvat juveeli. Leia koik positiivsed tdisarvud n,
mille puhul on komisjoni esimehel voimalik varastada tdpselt n euro vadr-
tuses juveele ilma alarmi aktiveerimata.

Nimetame permutatsiooni (01,09, ...,0,) arvudest 1, 2,. .., n vahelduvaks,
kuiigai =1,...,n—1 korral (—l)ia,- < (—1)i0i+1. Iga naturaalarvu n kor-

ral olgu a, vahelduvate permutatsioonide osakaal kdigi permutatsioonide

1 1
hulgas arvudest 1,2,..., n. (Nditeks a; = T ay = 2 ag = 5 jne.) Toesta,
etleiduvad reaalarvud c;, c; vahemikust (0; 1) ning naturaalarv N, nii et iga

naturaalarvu n = N korral (¢1)" < a, < (¢2)”.



70-a Onumnuaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

25 mapTa 2023 r. 3akounTeNbHBIT TYp 9 knacc

Bpems, omeodumoe 015 peuwienus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cHo8arHoe peulerue kadxc0oii 3adauu 0aém 7 6an06.
BcnomozamenvHble nUCbMeHHble MAMePUALbL UL JIeKINPOHHbLe NPUOOPbLL He pas3peuieHbl.

1.

Ilycteb a, b u ¢ Takue 1esble ynucaa, 4o ab+bc+ca = 1 u a+b = c. JJokasars,
4yTO IpousBenenue abc genurcs Ha 3.

1 1 1
JlaHbI TaKUe YUCIA X, ¥, Z,9TO0 — + — + — = —————  JI0Ka3arh, YTO TAKKe
X Yy z x+y+z
1 1 1

u + + = .
x2023 T 12023 T 72023 T 2023 41,2023 | 72023

IIeHTPOM OKPY>KHOCTH C siBJisieTcs1 Touka O, a AB — opuH e€ nuamerp. ITycTb
M — cepepuna orpeska AO, a CD — KaKas-TO XOp/ia OKPYKHOCTH C, IPOXO-
nsmasn yepes Toudky M. Ha xopge CD BbIOUpPAIOT TaKylo TOUKY H, omInuHYIO
or Touku D, uto |[DM| = |M H|. Haiitu Benimuuny yrina ABC, eciii U3BECTHO,
yto BH 1 CD.

Hrposasi mojioca mupUHON 1 pasnesieHa Ha eIMHUYHbIE KBaaparbl. IOpa u
Muiia 1o o4epei CTaBsT 110 OJHOM (DUIIIKE Ha KJIETKH M0JIOCHI. PUIIIKA MO-
sKeT ObITh IIOCTaBJIeHA Ha JII00YI0 KJIETKYy, KpOMe TeX, Ha KOTOPBIX yKe CTO-
UT (UIIKA, a TAK)Ke HANPSAMYIO IPUMbBIKAIONIMX K HUM. IOpa cTaBUT nepByio
(uiky, 1 UTPOK, KOTOPBII HE MOKET CJeJ1aTh CBOU XOJI, TIPOUrphIBaer. JJoka-
3aTh, YTO BCAKUH pa3, Korga y MUl nMeeTcsl BBIMIPBIIIHAsA CTpaTerus 1Jis
TOJIOCHI JTUHOH k, y KOpbI IMeeTCsT BBIUTPBIIITHAS CTPATET U [JISI TOJIOC [JTH -
Hoti k+1,k+2wu k+3.

Bamns pucyer n1Ba paBHOOEIPEHHBIX TPEYTOJbHUKA. B 000UX TpeyroabHUKaxX
BBICOTA, IPOBEEHHAS K peOpy, IeJIUT YyToJI IPU OCHOBAHUHY Ha JBE YaCTH, OT-
HOIIIEHVEe KOTOPBIX PaBHO 1 : X, Ille X — HEKOTOPOEe OIHO U TO SKe IIOJIOKHU-
TeJIbHOE YUCJIO (HEM3BECTHO, SIBJISIETCS JTU X 1eJIbIM YHUCJIOM). B 060oux Tpe-
YTOJIbHUKAX MOKHO BIOPATH 110 OJHOUM BEPIIUHE TaK, YTO YIVIBI IIPU BBIOPaH-
HBIX BEPIITUHAX OyIyT paBHbI. MOKHO JIX CMEJIO YTBEPIKATh, YTO TPEYTOTHHU-
KU, KOTOpble HapucoBaJs BaHs, mogoO6HbI?



70-a Onumnuaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

25 mapTa 2023 r. 3akaouUTENbHbIT TYp 10 knacc

Bpemsi, omeodumoe 0151 peuteHus: 5 4acos.
Beproe u docmamouHo 060cHo8aHHoe peuierue kaxcooti 3adauu daém 7 6ainos.
BcnomozamenvHble NUCLMEHHble MAMepUalbl UL INeKIMPOHHbIe NPUOOPbL He paspeuleHbl.

1.

4,

KowmmbioTep 3anuchkiBaeT Ha akpaHe yuciaa 1,1,2,3,5,8,... Takum o6pasom,
YTO KasKJI0€e YHCJI0, HAYNHAS C TPETHETO, SIBJISIETCSI CYMMOU IBYX ITPEIbIIYIITHX.
Haiitu nocsensioo nudpy 202320232023 -ro yucsia.

[Tos10sKUTETBFHOE TEJI0€ YHUCJIO 11 IPEJCTABJIEHO B BHJE CYMMBI 110 KpaiiHeHl
Mepe JBYX MOJIO’KUTEJIHHBIX IIeJIbIX YMCEJI TaK, YTO CyMMa KBaJJpaToB cJarae-
MBIX SIBJISIETCSI KBA[PATOM HEKOTOPOTO I1€JIOr0 YucJa. JIoKkasarh, YTo A1 KasK-
JIOT'0 CJIaraeMoro X BBIIIOJIHSIETCS (11 — 0% > 2x.

IIycte O — IIEHTP ONHMCAaHHOU OKPY’KHOCTU OCTPOYTOJIBHOTO TPEYroJIbHUKA
ABC. Ha npogo/mxenun orpe3ka AB dyepes Touky B BbiOpaHa Touka D, a Ha
npoposskeHnn orpedra AO depes Toury O BbIOpaHa TOUKa E, KOTOpasi JIEKUT
BHYTpH TpeyroabHuka ABC, a Takke 1 BHyTPH ONNUCAHHON OKPY>KHOCTHU Tpe-
yrosibHuKa BCD. Ilycth F — TOYKa nlepecevyeHn s ONMUCAaHHBIX OKPY>KHOCTEN
tpeyrosbHUKoB ACE u BCD (F # C, F # E). Haiitu Benuuuny yriia DFE.

a) Ha pucynke cieBa n3obpaskeHbI ueTbIpe Buja GUrypok. MocHO JIU CO-
Oparb u3 aTuX (PUrypok 9-cryneHuaryio ,upamMuay”, Koropas usoopa-
sKeHa crpaBa? MiMeeTcss HEOTpaHUYeHHOE KOJTIYeCTBO (PUTYPOK KaXKIOr0
BH/I4, UX MOJKHO IIOBOPAYMBATh U 3ePKAJIbHO OTOOpakarh (llepeBopavn-
BaTh), HO He HAKJIAbIBATh JPYT Ha ApyTa.

o A H

6) Tor sxe Bompoc, ecsint ,upamuga“ 10-cryrneHyaras.

Os1a 1 Mama urparor B C/IeyoNIyl0 UTPy Ha KOOPIUHATHOH IJIOCKOCTU. Y
KasKJI0T0 UTPOKA €CTh CBOs (PUIIIKA, KOTOPAsi M3HAYAJIbHO PACIIOJIOMKEHA B Ha-
yaJjie KOOpIUHAT. B CBOH X0 UTPOK I0J/I3KeH IlepeMeCTUTh CBOIO (DUIIIKY Ha Off-
Hy eIMHUITY B J1II000M HallpaB/IeHUU [TapaJljIesIbHO JJI0O0H KOOPAUHATHOM OCH.
Cuauasa IO nemaer k xomos, 3arem IO 1 Maira moo4epéaHo 1eJ1aloT B Ta-
KOM IOpsAIIKe KaXK[asd 17 X040B. Mallla BEIUIPBIBAET, €CJIA B KOHIE UTPHI pac-
CTOSHHE MeKAy (PUIIKaMU OyeT IesIbIM YHCJIOM, MHave BRIUTphIBaeT 0.
HaiiTi Bce mapbl MOJIOKUTENBHBIX MEeJbIX Yuces (1, k), M1 KoTopbix Mariia
MOJKeT BBIUTPaTh UrPy IpH /1100011 urpe I0Jiu.



70-a Onumnuaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

25 mapTa 2023 r. 3akaouUTENbHbIT TYp 11 knacc

Bpems, omeodumoe 015 pewieHusi: 5 uacos.
BepHroe u docmamouHo 060cHo8aHHOe peuierue kaxcdoti 3adauu daém 7 6ainos.
BcnomozamenvHble NUCbMEHHble MAMePUALbl UL IAEKIMPOHHbIE NPUBOPbL He Pa3peuleHbi.

1.

Ha ckoJIbKO IToC/IeJ0BaTe/IbHBIX HYJIel 3akaHunBaeTcs yncio 2022! + 2023!12

ITpumeuanue. JIJ1s1 KQ¥KA0TO IOJIOKUTEIBLHOTO 11€JI0T0 YKCJIa 71 3aruch 11! 060-
3HavaeT npoussenenue 1-2-...-(n—-1) - n.

CyH.IeCTByIOT JIU IIOJIOKUTEJIbHBIE ,ZleﬁCTBI/ITeJIbeIe quc/aa a u b, YAOBJIETBO-
pAIMe CUCTEME HEPAaBEHCTB

{\/11961 + V17b < 2ab,
a’> + b < 2v?2023?

BucceKkTpuchl BHYTpEHHET0 U BHEIIHUX YIIOB TpeyroabHuka ABC npu Bep-
mHe A IepecekaloT OKPY>KHOCTD, OITMCAHHYIO BOKPYT TpeyrosbHuka ABC,
cooTBeTCTBeHHO BTouKax Du E (D # A, E # A).Ilyctb F — TouKa niepeceye-
Hust npsambix AD u BC, a D' — orpaskenue Touku D OTHOCUTETHLHO TOYKH F.
JlokasaTb, UTO TOYKHU B, D' u E nesxar Ha oqHOi TIPSIMOM TOTA ¥ TOJTBKO TOT/IA,
korga /BAC = 2/ACB.

B mauke — 7 KapT, ¥ Ha KQ&KI0H KapTe eCThb 171 Pa3IMYHBIX CHMBOJIOB, IPUYEM
n 1 m — 06a MOJIO’KUTeIbHEIE. Y Ka’KIbIX IBYX KapT eCTh He 00Jjiee OHOTO
ob1rero cuMBouia. Jlokasarhb, 4TO BCEro Ha KapTax IIPUCYTCTBYET 110 MEeHbIIIeH

1+vV1+4nm(m—-1)
e
2

Mep Pa3IUIHBIX CHMBOJIOB.

Hapn yacamMu MOYKHO IIPOU3BOAUTE CJIeAYIOIINE ONlepaALAH.

1) IToBepHYTH OOJIBIIYIO CTPEJIKY Ha JIOOOI YroJI B Ty UJIM IPYTYIO CTOPOHY,
B CBsI3M C YeM IIOBEPHETCA U MaJIeHbKasi CTPeJIKa B Ty sKe CTODOHY Ha B 12
pa3 MeHbIIUH yroJI.

2) OnHOBpPEMEHHO IIOBEPHYTH 00€ CTPEeJIKU Ha OIUH U TOT jKe IIPOU3BOJIb-
HBIU yT0JI B OJHY U TY 5K€ CTOPOHY.

HaiiTy HaMeHbBIIUH TaKoH yroJl @&, IpU KOTOPOM BO3MOSKHO IIepeBeCTH ua-
CBbI 113 J11000r0 HaYaJIbHOI'O [TOJI0OKEHU S Ha IPABUJIBHOE BPEeMsI TaK, YTO 00JIb-
II1asA CTPesIKa IPH BRITOJTHEHUH Ollepanyii 060MX BUI0B IIOBEPHETCA B 00IIIeH
CTI0YKHOCTH He O0JIbIIIe YeM Ha yTOJI & (TOBOPOTHI B 000UX HAITPABJIEHUAX YUU-
TBIBAIOTCS C IIOJIOYKUTEIEHBIM 3HAKOM).

IIpumeuarnue 1. HauaapHOE MOJIOSKEHNE CTPEJIOK He 00sI3aHO COOTBETCTBO-
BaTb KAKOMY-TO KOPPEKTHOMY 0003HAYEHUIO BPEMEHH.

Ipumeuarue 2. He Hy»KHO yYUTHIBATH X0 BpEMEHH, IOTPAaYE€HHOI'0 Ha Iepe-
JIBHKEHUe CTPeJIOK.



70-a Onumnuaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

25 mapTa 2023 r. 3akaouUTENbHbIT TYp 12 knacc

Bpems, omeoOumoe 015 peuwieHus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cHo8arHoe peuierue kadxc0oii 3adauu 0aém 7 6a106.
BcnomozamenvHble nUCbMeHHble MAMEPUALbL UL JIeKINPOHHbLE NPUOOPbL He pas3peuieHbl.

1.

JlaHbI 11eJ10€ TOJIOMKUTEIHHOE YHCJIO 11 ¥ TaKOe Iiesioe ynciio k,uto 0 < k < n.
Ioxkasarb, uto C ],f IIeJTUTCS XOTs ObI Ha OUH IIPOCTOM JIeJIUTEJhb YUCIa 71.
Ipumeuarue. 3anucb C],i 0003HaYaeT YMCJI0 COUETaHUH U3 1 3JIEMEHTOB I10 K.
ITycth P(x) — MHOrOuJIeH crerieHd 2023, B KOTOPOM KasKIbli KO3 HUITUEHT
paseH 1100 Hy10, MO0 exuHuLe, npuuém P(0) = 1. JJokasaTk, 4TO 1€ CTBH-
1-v5
TeJbHBIe KOpPHU MHOTO4JIeHa P(X) MeHbIlle, 4eM T
Hpumeuanue. MHozounen P(x) — 9TO 3aBUCsIIIlee POBHO OT OJJHOU IlepeMeH-
HOU X BbIpa’keHue BUa alxl + al,lxl_l +...+mx+ay,tnea #0wul
— KaKoe-TO HaTypagbHOe YUCI0. YNCI0 | Ha3hIBAETCS C1MeneHbio 9TOTO MHO-
rouJieHa, a Yuciaa aj, aj_1, ..., i, dp — ero koddduyuenmamu. JJjist K&SKAOTO
yncsa ¢ 3anmuch P(c) obo3HavaeT 3HaYeHne BhIpaskeHus1 P(x), eciv 3HaYeHU -
eM IlepeMeHHON X B3ATh C. Koprem MHOrousieHa P(x) HasbIBaeTcs 4MUCIO C,
pu kotopoM P(c) = 0.
B tpeyronbanke ABC Bomosnserca ZACB = 90°. Ilycts F — ocHOBaHMe
BBICOTHI, TPOBeaEHHOM 13 BepiuHbl C. ITycTh I, I} 1 [ — LIEHTPBI OKPYKHO-
cTel, BIUCAaHHBIX COOTBETCTBEHHO B Tpeyronbuuku ABC, ACF u BCF,a M,
M n M, — TOYKM KacaHUs 9TUX OKPY’KHOCTEN COOTBETCTBEHHO C TUIIOTEHY-
3amu AB, CA u CB. Jlokasarb, 4T0 M — U IEHTP ONMCAHHOHN OKPY>KHOCTH
TpeyrosbHuKa 11 I, 1 Touka nepeceyeHus npAMbIX M1 u Mo 1.
B 6ro/pxeTe MaTeMaTH4YeCKOH OJIMMIINA/IbI He XBaTaeT 17 eBpo. [loaToMy npen-
ceJjaTesIb KOMHUCCHY PEIaeT yKPacThb U3 I0BEJTMPHOr0 Mara3auHa O pujIjInaHToOB
Ha CyMMY POBHO 7 €BpO. B MarasmHe Opu/IJIMAHTHI JI€KAT B Pl U IEHHOCTH
TIePBBIX IBYX B PSAZTY — COOTBETCTBEHHO 1 U 2 €BpO, a KaK/IbIi OpUJIINAHT, Ha-
YUHASA C TPETHETO, CTOUT POBHO CTOJIBKO, CKOJIBKO IPeIbIIyIINe 1B BMECTE
(TO ecTh EHHOCTH CIIeyIoNnX OpuInanToB — 3, 5,8, 13, ... eBpo). OgHako
B Mara3uHe eCTh CUTHAJIN3AINs1, KOTOpasi aKTUBUPYETCs, eCJIU B3ATD U3 Psifa
JIBa JIKAIIKMX OAPsi OprytnanTa. HailTu Bce 1esble MoJIOKUTETbHbIE YUC-
Jia 1, IpU KOTOPBIX MpeJiceiaTe/ b KOMUCCUUA CMOYKET YKPACTh OPUJITTMAHTOB
Ha CyMMY POBHO 71 €BpO 0e3 akTUBaI[MU CUTHAIN3AIUH.

HasoBéwm nepectaHoBry (01,02,...,0,) 4ucen 1,2,..., n nepemeHuusot, ec-
JIN (—l)ial- < (—1)i0i+1 st Kaskoro 1 = 1,...,n — 1. [Iyist KasKI0ro HaTy-
PaJIBHOTO 1 MYCTh &, — JOJISA IePEMEHYNBBIX IEPECTAHOBOK BO MHOKECTBE
BCex IepecTaHoBOK umcesn 1,2, ..., n. (Hanpumep, a; =1, ap = 1/2, ag = 2/6

u T. 1.) JloKasaTh, YTO CYLIECTBYIOT JeHCTBUTEIbHBIE YiCIa C1, C; U3 IpOMe-
skyTKa (0; 1) u HaTypasbHoe urcao N Takue, uto (¢1)" < ap < (¢2)" mis kax-
JIOTO HAaTypaabHOTO 71 = N.



Estonian Mathematical Olympiad No. 70

March 25, 2023 Final round Grade 9

Working time: 5 hours.
A correct and sufficiently explained solution to each problem is worth 7 points.
Written materials or electronic devices are not permitted.

1.

Let a, b, c be integers satisfying the conditions ab+bc+ca =1 and a+b = c.
Prove that the product abc is divisible by 3.
1

. 1 1 1
Given any numbers x, y, z such that — + — + — = ———, prove that
X ¥y z X+y+z
1 1 1 1

+ + = .
x2023 " 2023 T 72023 T 42003 | 12023 1 52023

Let ¢ be a circle, O its centre and AB its diameter. Let M be the midpoint
of the segment AO and CD be a chord of the circle ¢ passing through the
point M. Let H # D be a point on the chord CD, such that DM = MH.
Find the angle ABC, given that BH L CD.

A strip of width 1 is divided into unit squares. Juku and Miku take turns
placing pieces one by one on the squares of the strip. A piece can be placed
on any square except those already containing a piece and those adjacent to
such squares. Juku places the first piece and the player who cannot place a
piece loses. Prove that whenever Miku has a winning strategy for a strip of
length k, Juku has a winning strategy for strips of lengths k + 1, k + 2 and
k+3.

Juku draws two isosceles triangles. In both triangles, the altitude drawn onto
a leg divides the angle at the base into two parts, which have a ratio of 1 : x,
where x is the same positive number for both triangles (it is not known if x
is an integer). In both triangles, a vertex can be chosen such that the angles
at the chosen vertices are equal. Can we be certain that the two triangles
Juku drew are similar?



Viron 70. kansallinen matematiikkakilpailu

25. maaliskuuta 2023 Loppukilpailu 9. luokka

Suoritusaika: 5 tuntia.
Jokaisesta oikeasta ja hyvin perustellusta tehtidvidn ratkaisusta saa 7 pistettd.
Kirjallisen materiaalin tai elektronisten laitteiden kdytt6 on kiellettyd.

1.

Olkoot a, b, ¢ kokonaislukuja, jotka toteuttavat ehdot ab + bc + ca = 1 ja
a+ b = c. Todista, ettd abc on jaollinen luvulla 3.
1 1

1 1
Olkoot x, y, z sellaisia lukuja, ettd — + — + — = —— . Todista, ettd
xX y z X+y+z
1 1 1 1

+ + = .
x2023 " 2023 T 72023 T 42003 | 12023 1 52023

Olkoon ¢ ympyrd, O sen keskipiste ja AB sen halkaisija. Olkoon M janan AO
keskipiste ja CD ympyrédn c jdnne, joka kulkee pisteen M kautta. Olkoon
H # D piste janteelld CD siten, ettd |[DM| = |MH|. Selvitd kulman ABC
suuruus, kun BH L CD.

Nauha, jonka leveys on 1, jaetaan yksikkdruuduiksi. Juku ja Miku asettavat
pelinappuloita yksitellen vuorotellen nauhan yksikkéruuduille. Pelinappu-
lan voi asettaa mille tahansa ruudulle, paitsi niille ruuduille, joilla on jo pe-
linappula, ja niille ruuduille, jotka ovat tillaisen ruudun vieressa. Juku aset-
taa ensimmadisen pelinappulan, ja se pelaaja, joka ei voi asettaa pelinappu-
laa vuorollaan, havida. Todista, ettd kun Mikulla on voittostrategia nauhalle,
jonka pituus on k, Jukulla on voittostrategia nauhoille, joiden pituudet ovat
k+1,k+2jak+3.

Juku piirtda tasakylkisid kolmioita. Kummassakin kolmiossa sivulle piirretty
korkeusjana jakaa kannalla olevan kulman kahteen osaan suhteessa 1 : x,
jossa x on sama positiivinen luku kummallekin kolmiolle (ei ole tiedossa,
onko x kokonaisluku). Molemmissa kolmioissa karki voidaan valita niin, et-
td kulmat valituissa kérjissa ovat yhtd suuret. Voidaanko olla varmoja, ettd
Jukun piirtdimét kolmiot ovat yhdenmuotoiset?



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

25. marts 2023 Loppvoor 9. klass

Lahendused

1. (Maksim Ivanov)

Olgu a, b ja c sellised tdisarvud, et ab + bc + ca=1jaa+ b = c. Toesta, et
korrutis abc jagub 3-ga.

Lahendus 1. Kunaab=1-bc—ca=1-cla+b)=1-c>=01-0)(1 + 0,
siis abc = (1 — ¢)(1 + ¢)c = —(c — 1)c(c + 1). Kolme jdrjestikuse tdisarvu
¢ —1,c,c+ 1 korrutis jagub 3-ga, sest tegurite seas peab leiduma 3-ga jaguv
arv. Seega jagub 3-gaka arv abc.

Lahendus 2. Oletame viitevastaselt, et abc ei jagu 3-ga. Siis tikski arvudest
a, b, c eijagu 3-ga. Sellest tulenevalt peavad a ja b andma 3-ga jagamisel
sama jdagi, kuna erinevad jadgid saaksid olla vaid 1 ja 2 ning a + b jadk
tuleks 0, mis pole vdoimalik, sest a + b = c. Seega jadb vaid kaks varianti. Kui
a=b=1 (mod3)jac=2 (mod 3),siisab+bc+ca=1-1+1-2+2-1=2
(mod 3),kuiaga a = b =2 (mod 3) jac =1 (mod 3), siis saame sarnaselt
ab+bc+ca=2-2+2-1+1-2=2 (mod 3). Jarelikult ab + bc + ca = 2
(mod 3), mis on vastuolus eeldusega ab + bc + ca = 1. Vastuolu néitab, et
abc peab jaguma 3-ga.

Midirkus. Kirjutisega x = y (mod m) maérgitakse, et vahe x — y jagub arvu-
ga m.

Lahendus 3. Paneme tdhele, et
ab+bc+ca=ab+bla+b)+ (a+ba=a®+b*+3ab.

Kuna ab + bc + ca = 1 ja 3ab jagub 3-ga, siis a® + b*> annab 3-ga jagades
jazgi 1. Samal ajal a” ja b* saavad anda 3-ga jagades ainult jiike 0 ja 1, sest
Bk)? =3-3k%ja Bk +1)? = Bk)*> £2-3k + 1 = 3(3k? + 2k) + 1. Et 4’ ja b?
annaks summaks arvu, mis annab 3-ga jagades jddgi 1, peab iiks arvudest
a® ja b* andma 3-ga jagades jddgi 0. Siis aga vastavalt a v6i b jagub 3-ga.
Jarelikult korrutis abc jagub 3-ga.

2. (Urve Kangro)
.. 1 1 1 1 _
On antud niisugused arvud x, y, z,et — + — + — = —— . TOesta, et ka
X y z Xx+y+z
1 1 1 1

+ + = .
x2023 " 2023 T 72023 T (2023 2023 4 72023
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1 1 1 1
Lahendus. Viies seoses — + — + — = ——— koik murrud iihele poole ja
X ¥y z Xx+y+z

x+ Ny +2)(z+x) _

ithisele nimetajale ning tegurdades lugeja, saame
xyz(x+y+2)
1

1 1 1

Sarnaselt on tingimus + + = esitatav
x2023 T 2023 T 72023 T 2023 4 2023 4 72023

(x2023 + y2023) (y2023 + Z2023) (Z2023 + x2023)

X2023 2023 72023 (2023 1. 1,2023 . 72023)

kujul

= 0. Seega esimene tin-

gimus kehtib parajasti siis, kui vihemalt {iks summadest x+y, y+zja z+ x

on null. Kui aga niiteks x + y = 0 ehk y = —x, siis ka y?° = —x?0%3 ehk

x2023 1 2023 — 0, mistattu kehtib ka teine tingimus. Sarnaselt jouame sihile,
kuikas y+z=0v0di z+ x =0.

. (Maksim Ivanov)

Ringjoone ¢ keskpunkt on O ja iiks diameeter on AB. Olgu M loigu AO
keskpunkt ja CD ringjoone ¢ mingi kdol, mis ldbib punkti M. Kéolul CD
valitakse punktist D erinev punkt H nii, et |[DM| = |[M H|. Leia nurga ABC
suurus, kui on teada, et BH 1L CD.

Vastus: 45°.

Lahendus. Piirdenurga omaduse pohjal ZABC = ZADC = ZADH (joo-
nis 1). Et nelinurga ADOH diagonaalid poolitavad teineteist, on nelinurk
ADOH ro6pkiilik, millest tulenevalt on tema vastaskiiljed paralleelsed. J&-
relikult Z/ADH = ZOHD. Kokkuvéttes ZABC = ZOHD.

Olgu K sirgete HO ja BD loikepunkt (joonis 2). Et punkt M poolitab ldigu
1 1
DH, on BM kolmnurga BD H mediaan. Kuna |OM]| = ElOAI = §|OB|’ siis

O on kolmnurga BD H mediaanide 16ikepunkt. Seega ka HK on kolmnur-
ga BDH mediaan ja K 16igu BD keskpunkt, mistdttu kolmnurgad BKO ja
DKO on vordsed tunnuse KKK pohjal. Jarelikult /KOB = ZKOD. Seega ka
/ZHOB = ZHOD, millest tulenevalt on kolmnurgad HOB ja HOD vordsed

1
tunnuse KNK pohjal. Jarelikult Z/OHB = ZOHD = EABHD = 45°. Seega
ka ZABC = 45°.

Joonis 1 Joonis 2
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4. (Hdrmel Nestra)

Ménguriba laiusega 1 on jaotatud tihikruutudeks. Juku ja Miku asetavad
kordaméoda tihekaupa ménguriba ruutudele nuppe. Kéia tohib igale ruu-
dule, vélja arvatud neile, millel v6i millega tihist kiilge omaval ruudul juba
on nupp. Alustab Juku ning méngija, kes ei saa enam kiiku teha, on kao-
tanud. Tdesta, et alati, kui ménguriba pikkuse k korral leidub Mikul voitev
strateegia, leidub minguriba pikkuste k + 1, k + 2 ja k + 3 korral voitev stra-
teegia Jukul.

Lahendus. Kui minguriba pikkus on paaritu, siis saab Juku voita, asetades
avakdigul nupu keskmisele ruudule ja peegeldades jargnevalt Miku kiike
maénguriba keskkoha suhtes. On selge, et niimoodi ei jad Juku esimesena
kdigupuudusse. Kuna eelduse kohaselt leidub ménguriba pikkuse k korral
Mikul voitev strateegia, siis k on paaris. Jarelikult k + 1 ja k + 3 on paari-
tud, mistottu eelneva pohjal leidub méanguriba pikkuste k + 1 ja k + 3 korral
voitev strateegia Jukul. Manguribal pikkusega k + 2 saab aga Juku vdita, ase-
tades avakdigul nupu ddrmisele ruudule ja kasutades jargnevalt Miku vastu
strateegiat, millega alustaja vastane voidab ménguriba pikkuse k korral, sest
pérast seda avakdiku on kaks ddrmist ruutu méngust véljas ja méng jatkub
nagu madnguribal pikkusega k (joonis 3).

k+2

Joonis 3

5. (Hdrmel Nestra)

Juku joonistab kaks vordhaarset kolmnurka. Mdlema kolmnurga haarale
tommatud korgus jaotab alusnurga kaheks osaks, mille suurused suhtuvad
nagu 1 : x, kus x on mingi iiks ja sama positiivne arv (pole teada, kas
tdisarv). Kummalgi kolmnurgal saab valida iihe tipu nii, et valitud tippude
juures olevad nurgad on vordse suurusega. Kas voib kindlalt viita, et Juku
joonistatud kolmnurgad on sarnased?

Vastus: jah.

Lahendus. Vordhaarsed kolmnurgad, mille tipunurgad on vordse suuruse-
ga, on sarnased, sest tipunurga suurus maéirab tiheselt alusnurkade suu-
ruse. Samuti on vordhaarsed kolmnurgad sarnased, kui nende alusnurgad
on vordse suurusega. Seetdottu voime jargnevas keskenduda juhule, kus iihe
kolmnurga tipunurk ja teise kolmnurga alusnurk on vérdse suurusega. Olgu
see tihine suurus «.

13
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Joonis 4 Joonis 5

Kolmnurgas, mille tipunurk on suurusega a (joonis 4), jaotab haarale tom-

180° — a a
matud kérgus alusnurga osadeks suurustega 90°—a ja 90°— —3 ehk ok

o a
Et need suhtuvad mingis jdrjestuses voetunanagu 1 : x, siis 90" —a = x - 5

a
vOi 5= X+ (90° — a). Kolmnurgas, mille alusnurk on suurusega a (joonis 5),

jaotab haarale tommatud korgus alusnurga osadeks suurustega 90° — «a ja
90° — (180° — 2a) ehk 2a — 90°. Et needki suhtuvad mingis jérjestuses voe-
tuna nagu 1 : x, siis 90° — a = x - 2a — 90°) voi 2a — 90° = x - (90° — a).
Jaéb 1abi vaadata saadud voimaluste neli kombinatsiooni.
a a
e Kui 90° — a = x-Eja90°—a =x-(2a-90%), siis 5= 2a —90°, kust
a =60°.

- ane a . ° o y 2-90°
e Kui90° —a =x-—ja2a —90° = x- (90° — a), siis vastavalt @ =
2 2+x

1+ x)-90°
jaa = % Seega 2 = 1 + x, kust x = 1. Asendades eelnenud
X
seostesse, saame « = 60°.
L@ o . o o . 2x-90°
e Kui — =x:(90°-a) ja90° —a = x- (2a —90°), siis vastavalt a =
2 1+2x
1+ x)-90°
jaa = % Seega 2x = 1 + x, kust x = 1. Asendades eelnenud
X

seostesse, saame a = 60°.
. Kui g = x-(90° — @) ja 2a — 90° = x - (90° — @), siis % ~ 2a - 90°, kust
a =60°.
Seega kdigil juhtudel @ = 60°. Kui aga vordhaarse kolmnurga iiks nurka-
dest on suurusega 60°, siis on kolmnurk vordkiilgne. Jarelikult Juku joonis-

tab kaks vordkiilgset kolmnurka, mistottu Juku joonistatud kolmnurgad on
toepoolest sarnased.

14



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

25. marts 2023 Loppvoor 10. klass

Lahendused

1. (Birgit Veldi)
Arvuti kirjutab ekraanile arvud 1,1,2,3,5,8,..., nii et iga arv alates kol-

mandast on kahe eelmise summa. Leia 202320232023. arvu viimane num-
ber.

Vastus: 2.
Lahendus 1. Ekraanile ilmuvate arvude ja4gid jagamisel 2-ga on

1,1,0,1,1,0,....

Seega iga positiivse tdisarvu n korral annavad arvud jarjekorranumbritega
nja n + 3 jagamisel 2-ga sama jadgi. Ekraanile ilmuvate arvude jaagid jaga-
misel 5-ga on

1,1,2303,3,1,4,0,4,4,3,2,0,2,2,4,1,0,1,1, ...

Nédeme, et esimene ja teine arv annavad jagamisel 5-ga samad jddgid na-
gu arvud vastavalt jdrjekorranumbriga 21 ja 22. Seega tekib jadkides tsiikkel
pikkusega 20 ehk iga positiivse tdisarvu n korral annavad arvud jirjekor-
ranumbritega n ja n + 20 jagamisel 5-ga sama jddgi. Kokkuvottes saame,
et iga positiivse tdisarvu n korral annavad arvud jarjekorranumbritega n ja
n + 60 samad jadgid nii 2-ga kui ka 5-ga jagamisel, mis aga tdhendab, et
need arvud lopevad iihe ja sama numbriga. Kuna arv 20232023202 jagub
nii 2-ga kui ka 3-ga, siis arv 20232023202 jagub 6-ga, millest tulenevalt arv
202320232020 jagub 60-ga. Seega arv jarjekorranumbriga 202320232023 16-
peb sama numbriga nagu kolmas arv ehk numbriga 2.

Lahendus 2. Ekraanile ilmuvate arvude viimased numbrid on
1,1,2,3,5,8,3,1,4,5,9,4,3,7,0,7,7,....

Néeme, et arvud jdrjekorranumbriga 16 ja 17 16pevad 7-ga, samas kui esi-
mesed kaks arvu lopevad 1-ga. Teisi sonu, Fig = 7-F; (mod 10) ja F17 = 7-F,
(mod 10), kus F, tdhistab ekraanile ilmuvat arvu jdrjekorranumbriga n.
Alati, kui mingi k korral Fry15 = 7 - Fx (mod 10) ja Fri1415 = 7 - Frs
(mod 10), saame

Fr+2+15 = Fir15 + Fre1415 =
7-Fr+7 Fry =
=7 (Fy + Fiy1) =7+ Fryo (mod 10).
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Seega matemaatilise induktsiooni printsiibi pohjal F;, 115 = 7 - F,, (mod 10)
iga jarjekorranumbri n korral. Siit

Fni60 =7 Fpyas = 7% Fui30 =70 Fpi5 = 7' - Fy = F,  (mod 10).

Jatkame nagu eelmises lahenduses.

Meéirkus. Kirjutisega a = b (mod m) tdhistatakse vdidet, et vahe a — b jagub
arvuga m.

. (Hdrmel Nestra)

Positiivne tdisarv n esitatakse vdhemalt kahe positiivse tdisarvu summana
nii, et liidetavate ruutude summa on mingi tdisarvu ruut. Tdesta, et iga lii-
detava x korral (n — x)2 > 2Xx.

Lahendus. Olgu liidetavate arv k. Olgu x suvaline liidetav ning z,..., zx
tilejadnud liidetavad. Ulesande tingimuste pohjal x + zp + ... + z; = 1 ja
o+ zﬁ +...+ zi on mingi tdisarvu ruut. Viimasest tingimusest jareldub, et
X+ z% + ...+ zi = (x + 1)2, sest liidetavaid on vihemalt kaks ja nad on
positiivsed. Seega

z§+...+zi>(x+1)2—x2:2x+1.

Paneme tdhele, et (n — x)2 = (zpg+...+ zk)2 = zg + ...+ zi, sest sul-
gude avamisel avaldises (zp + ...+ zk)2 tekivad liidetavatena koik ruudud
zﬁ,...,zi ja juhul r > 2 veel positiivsete arvude korrutisi. Kokkuvottes

(n - x)? = 2x + 1, kust saamegi (n — x)* > 2x.

. (Hendrik Vija)

Olgu O teravnurkse kolmnurga ABC timberringjoone keskpunkt. Loigu AB
pikendusel iile punkti B valitakse punkt D, 16igu AO pikendusel iile punk-
ti O aga valitakse punkt E, mis asub kolmnurga ABC sees ja iihtlasi kolm-
nurga BCD umberringjoone sees. Olgu F kolmnurkade ACE ja BCD iim-
berringjoonte 16ikepunkt (F # C, F # E). Leia nurga DFE suurus.

Vastus: 90°.

Lahendus 1. Tdhistame ZABC = f. Piirdenurga ja kesknurga vahelisest seo-
sest kolmnurga ABC {imberringjoones saame ZCOA = 2f, mistottu vord-
haarsest kolmnurgast ACO saame

1
£CAO=ZACO= 3 (180° —28) = 90° - B.

Kasutades vordsetele kaartele toetuvaid piirdenurki kolmnurkade BCD ja
ACE iimberringjoontes (joonis 6), saame niitid

ZDFE = /DFC - ZEFC =

ZDBC - ZEAC = (180° — ) — (90° — f8) = 90°.
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Joonis 6 Joonis 7

Lahendus 2. Olgu L sirge AO teine 1d6ikepunkt kolmnurga ABC iimber-
ringjoonega (joonis 7). Kasutades vordsetele kaartele toetuvaid piirdenurki
kolmnurkade BCD ja ABC timberringjoontes, saame

ZDFE = /DFC - ZEFC =
ZDBC - ZEAC =

= /DBC - /ZLAC = /DBC - ZLBC = /DBL = 180° — ZABL.

Kuid Thalese teoreemi pohjal ZABL = 90°. Jérelikult ka ZDFE = 90°.

4. (Birgit Veldi)

a) Joonisel vasakul on kujutatud nelja sorti pusletiikke. Kas sellistest tiikki-
dest on voimalik kokku panna 9-astmeline ,piiramiid“, mis on joonisel
paremal? Igat sorti tiikke on piiramatul hulgal ning neid voib péorata ja
peegeldada (timber poorata), kuid mitte iiksteisega katta.

0 A

b) Sama kiisimus, kui , piramiid“ on 10-astmeline.

Vastus: a) jah; b) ei.
Lahendus.
a) Uks voimalik paigutus on toodud joonisel 8.

b) Varvime 10-astmelise piiramiidi ja pusletiikid malekorras nagu ndida-
tud joonisel 9. Midrkame, et piliramiidis on valgeid ruute 10 vorra roh-
kem kui musti. Seega ei jagu valgete ja mustade ruutude arvude vahe
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Joonis 8 Joonis 9

3-ga. Samas katavad esimene ja teine pusletiikk suvalise paigutuse kor-
ral musti ja valgeid ruute vordselt, kolmas ja neljas pusletiikk aga iihte
varvi ruute tdpselt 3 vorra rohkem kui teist védrvi ruute. Seega jagub iga
antud pusletiikkide poolt kaetava ala valgete ja mustade ruutude arvu-
de vahe 3-ga. Jarelikult pole neid pusletiikke kombineerides voimalik
kokku panna 10-astmelist ptiramiidi.

5. (Marko Tsengov)

Juku ja Miku mingivad koordinaattasandil jargmist mdngu. Kummalgi mén-
gijal on oma nupp, mis algul asub koordinaatide alguspunktis. Oma kédigul
peab mingija liigutama oma nupu vabal valikul tihe tihiku vorra emma-
kumma koordinaattelje sihis emmas-kummas suunas. Algul teeb Juku k kéi-
ku, seejarel teevad Juku ja Miku selles jarjekorras vaheldumisi kumbki 7 k&i-
ku. Véidab Miku, kui méangu 16pus on nuppude vaheline kaugus tédisarv, vas-
tasel juhul voidab Juku. Leia koik positiivsete tdisarvude paarid (n, k), mille
korral Mikul on voimalik méng vbita Juku iga vastuméngu korral.

Vastus: paarid (n, 1) ja (n,2) iga positiivse tdisarvu n korral.

Lahendus.Kui k = 1, siis pdrast Juku esimest kdiku asub Juku nupp Miku nu-
pust 1 ihiku kaugusel. Seega on nuppude vaheline kaugus tdisarv ning Miku
saab jargnevalt olukorda sellisena hoida, liigutades igal kdigul oma nuppu
Juku nupuga samas suunas. Jéarelikult Mikul on voimalik voita.

Kui k = 2, siis pdrast Juku 3 esimest kdiku on Juku nupu x-koordinaadi
voi y-koordinaadi absoluutvdirtus tilimalt 1. Miku saab seejdrel kiia nii, et
tema nupu ja Juku nupu vastav koordinaat oleks sama. Siis on nuppude va-
heline kaugus tdisarv ning sarnaselt eelmise juhuga saab Miku vbita.

Kui k = 3 ja k on paaritu arv, siis saab Juku liigutada oma nupu esimese k+1
kdiguga punkti (2;2) (peale esimest 4 kdiku vajadusel korrates edasi-tagasi
kéike). Seejérel saab Juku korrata igal oma kaigul Miku viimast kdiku, nii et
Juku nupu asukoht on Miku nupu asukohast endiselt saadav vektori (2;2)
rakendamisel. Oma viimasel kdigul muudab Miku selle vektori iiht kompo-

nenti 1 vorra. Seega méngu 1opus on nuppudevaheline kaugus V' 12 + 22 voi

V32 + 22 ehk vastavalt v/5 v6i v/13. Et kumbki neist pole tiisarv, voidab Ju-
ku.
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Kui k = 3 ja k on paarisary, siis saab Juku liigutada oma nupu esimese k + 1
kdiguga punkti (3;2) (peale esimest 5 kédiku vajadusel korrates edasi-tagasi
kéike). Seejdrel saab Juku korrata igal oma kaigul Miku viimast kdiku, nii et
Juku nupu asukoht on Miku nupu asukohast endiselt saadav vektori (3;2)
rakendamisel. Oma viimasel kdigul muudab Miku selle vektori iiht kompo-

nenti 1 vorra. Seega méngu lopus on nuppudevaheline kaugus V22 + 22 voi
V42 + 22 voi /3% + 12 voi V/32 + 32 ehk vastavalt V8 voi v/20 voi v/10 voi
V18. Taas pole iikski voimalustest tdisarv, mistottu voidab Juku.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

25. marts 2023 Loppvoor 11. klass

Lahendused

1. (Erik Paemurru, Hédrmel Nestra)
Mitu jérjestikust nulli on arvu 2022! + 2023! 16pus kokku?
Mdirkus. 1ga positiivse tdisarvu n korral téhistab n! korrutist 1-2-...-(n—1)-n.
Vastus: 503.

Lahendus. Korrutises 1 -2 -...- (n — 1) - n jagub iga teine tegur arvuga 2,
iga neljas tegur arvuga 22, iga kaheksas tegur arvuga 2° jne. Seega algar-

n n n
vu 2 astendaja arvu n! kanoonilises esituses on \.EJ + [Z_ZJ + {2—3J +...,
kus | x| tdhistab arvu x tdisosa (suurimat tdisarvu, mis pole suurem kui x).
Sarnaselt ndeme, et algarvu 5 astendaja arvu n! kanoonilises esituses on
{EJ + {5—2J + {ﬁJ + .... Algarvu 2 astendajas on liidetavad vdhemalt
niisama suured kui vastavad liidetavad algarvu 5 astendajas, mistottu alg-
arvu 2 astendaja on vdhemalt niisama suur kui kui algarvu 5 astendaja.
Muuhulgas jareldub sellest, et arvu 2022! kanoonilises esituses on algar-

.| 2022 2022 2022 2022 2022
Vu5astenda]a{ J+{ J+{ J+{ J+{ J+...ehk
5 25 125 625 3125

404 +80 + 16 +3 + 0 + ... ehk 503 ning algarvu 2 astendaja vihemalt 503.

Paneme niitid tihele, et
2022! +2023! = 2022! - (1 + 2023) = 2022! - 2024.

Seega ka arvu 2022!+2023! kanoonilises esituses on algarvu 5 astendaja 503,
algarvu 2 astendaja aga suurem. Seega jagub arv 2022! + 2023! arvuga 10°%,
kuid mitte arvuga 10°%*. Jirelikult on arvu 2022! + 2023! I6pus tipselt 503
jarjestikust nulli.

Medirkus. Mistahes algarvu p astendaja arvu n! kanoonilises esituses avaldub

kujul {EJ + {%J + {%J + .... Seda nimetatakse Legendre’i valemiks.
p p p

2. (Triinu Veeorg, Hdrmel Nestra)

Kas leiduvad sellised positiivsed reaalarvud a ja b, mis rahuldavad vorratus-

te siisteemi
{\/1195{ + V17b < 2ab,
a’ + b < 2v2023?

20



Vastus: ei.

Lahendus. Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest ar-
vude v 119a ja V17b jaoks saame

V119a + V17b = 2\/\/119(1- V17b = 2\/\/2023ab.

Et slisteemi esimese vorratuse pohjal 2ab = v119a + V17D, siis kokku-
vottes 2ab = 2\/ V2023ab, kust poolte ldbijagamisel arvuga 2v ab saame

Vab = V2023, mis poolte ruututdostmisel annab ab = v2023. Et siistee-
mi teise vorratuse pohjal 2v/2023 = a® + b?, aritmeetilise ja geomeetrilise
keskmise vahelise vorratuse pohjal aga a® + b*> = 2ab, siis kokkuvottes saa-
me kinnise vorratuste ahela

2ab = 2v2023 = a® + b = 2ab.

Seega a’ + b* = 2ab = 2v/2023. Esimene vordus annab a = b, mis teist vor-
dust arvestades annab a? = v/2023. Tostes aga siisteemi esimese vorratuse
ruutu ja asendades sinna a = b, saame (119 +17 + 2\/2023) a® < 4a* ehk

136 + 2v/2023 < 44°. Kuna a® = v/2023, siis peaks kehtima 136 < 2v/2023
ehk 136 < 4 - 2023, mis aga ei pea paika, sest 4 - 2023 < 10000 < 1367 Jire-
likult ei leidu selliseid positiivseid reaalarve a ja b, mis vastaksid {ilesande
tingimustele.

. (Sandra Schumann)

Kolmnurga ABC tipu A juures oleva sisenurga ja vilisnurga poolitajad 16i-
kavad kolmnurga ABC timberringjoont vastavalt punktides D ja E (D # A,
E # A). Olgu F sirgete AD ja BC ldikepunkt ning D' punkti D peegeldus
punktist F. Toesta, et punktid B, D' ja E asuvad iihel sirgel parajasti siis,
kui /BAC = 2/ACB.

Lahendus. Tédhistame a« = ZBAD = ZDAC (joonisel 10 mérgitud kaare-
kesega). Samale ringjoone kaarele toetuvate piirdenurkade vordsuse pdhjal
ka ZDBC = ZDCB = a. Kuna sise- ja vdlisnurga poolitajad on risti, siis
ZDAE = 90°. Seega samale kaarele toetuvate piirdenurkade vordsuse t&ttu
ka ZDBE = 90°.

Tingimus, et punktid B, D’ ja E on iihel sirgel, on samaviirne tingimuse-
ga /DBD' = /DBE (sest E ja D' on samal pool sirget BD). Eelneva pdh-
jal on viimane vérdus samaviirne tingimusega Z/DBD' = 90°. Tingimus
/DBD’ = 90° on samaviirne tingimusega, et B asub ringjoonel diameet-
riga DD’, mis eelduse |D'F| = |DF)| valguses on omakorda samavééirne tin-
gimusega |FB| = |FD| ehk vordusega Z/FDB = ZFBD = a. Viimane tingi-
mus on aga samavéadrne vordusega ZACB = «a, sest samale kaarele toetu-
vate piirdenurkade vordsuse pohjal ZACB = ZADB = ZFDB. Kokkuvottes
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Joonis 10

oleme niidanud, et punktid B, D’ ja E asuvad tihel sirgel parajasti siis, kui
/BAC =2a = 2/ACB.

. (Rasmus Saame)

Pakis on n kaarti ning igal kaardil on m erinevat siimbolit, kusjuures n ja
m on molemad positiivsed. Igal kahel kaardil on tilimalt iiks iihine siimbol.

1+vV1+4nm(m—-1)

Toesta, et kokku esineb kaartidel vihemalt 5 erinevat

stimbolit.

Lahendus 1. Olgu kaartidel esinevate erinevate stimbolite arv x. Paare ka-
hest erinevast stimbolist on siis kokku x(x — 1). Valides suvalise kaardi, on
sellel kaardil olevate eri stimbolite paare m(m—1). Kuna igal kahel kaardil on
iilimalt iiks tihine stimbo], siis eri kaartidel olevate stimbolite paarid ei kat-
tu. Seega on erinevaid paare kahest erinevast {ihel ja samal kaardil olevatest
stimbolitest kokku nm(m-1).Jarelikult kehtib vorratus x(x—1) = nm(m-1)
ehk x> - x — nm(m —1) = 0.

1-vV1+4dnm(m—-1) .
2 Ja

Ruutvorrandi x* — x — nm(m — 1) = 0 lahendid on

1+vV1+4nm(m—-1)
2

. Kuna pealiikme kordaja on positiivne, siis vorratuse

1+vV1+4nm(m—-1)
2
. 1-vVv1+4nm(m—-1) .
ja x < 2 . EBtaga v1+4nm(im-1) = V1 = 1ja
iilesande tingimuste kohaselt x > 0, siis teine piirkond ei sobi. Jarelikult
- 1+vV1+4nm(m—1)
X = .

2
Lahendus 2. Toestame esmalt kodeerimis- ja kombinatoorsete disainide te-

x* = x — nm(m - 1) = 0 tdesuspiirkonnad on x >

x| x—-1
oorias pakkimiste jaoks tuntud Johnsoni tokke erijuhu n < {— { 1 H ,
m|m-—
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kus x on erinevate siimbolite arv. Iga kord, kui kasutame mingit siimbolit,
on see samal kaardil m — 1 muu stimboliga. Kuna muude stimbolite arv on

-1
x — 1, siis saab seda stimbolit kasutada tilimalt { * IJ korda. Koigi stim-

-1
bolite kasutuskordi kokku on seega iilimalt x L ol IJ . Seega nende siim-

-1
bolitega saab tdita tilimalt {i { ol H kaarti.
m|m-1

Ulesande lahenduse 1opuleviimiseks voime éra jitta alumise tdisosa mérgid,
2

et saada seos n < %, mille teisendamisel jouame iilesandes noutud
tokkeni. e

. (Hdrmel Nestra)

Kellaga on voimalik teha jargmisi operatsioone.

1) Keerata suurt osutit suvalise nurga vorra emmas-kummas suunas, mis-
puhul ithtlasi pdérdub viike osuti 12 korda viiksema nurga vorra samas
suunas.

2) Keerata korraga molemat osutit suvalise tihe ja sama nurga vorra iihes
ja samas suunas.

Leia vdhim selline nurk «a, et kell on voimalik suvalisest algasendist digeks
keerata nii, et suur osuti p66rdub mélemat liiki operatsioonide kdigus kokku
iilimalt nurga a vorra (kummaski suunas tehtud péorded ldhevad arvesse
plussmairgiga).

Mcdrkus 1. Algasendis ei tarvitse osutid ndidata iihtki korrektset kellaaega.
Medirkus 2. Mitte arvestada aja edasikulgemisega kella keeramise jooksul.
Vastus: 360°.

Lahendus 1. Uldisust kitsendamata eeldame, et dige aeg on 12.00.

Néitame, et suvalisest algasendist on voimalik kell 6igeks keerata nii, et suur
osuti p6ordub tilimalt 360° vorra. Vaatame kolme juhtu.

e Kui viike osuti asub 12-st vihemalt 30° kaugusel emmas-kummas suu-
nas ja suur osuti asub péripdeva lugedes 12 ja vdikse osuti vahel, siis kee-
rame korraga molemat osutit edasi kuni asendini, kus vdike osuti on 11
ja 12 vahel ja osutid nditavad mingit legaalset kellaaega. Selline asend
kindlasti leidub, sest tdnu tehtud eeldustele on suur osuti vdiksest tili-
malt 330° vorra maas. Edasi liigutame suurt osutit samas suunas kuni
12-ni, millega saab kell 6igeks. Kuna esimese etapi kdigus ilmselt ei liigu
suur osuti iile 12, siis ei liigu suur osuti kokku rohkem kui 360° vorra.

e Kui viike osuti asub 12-st vdhemalt 30° kaugusel emmas-kummas suu-
nas ja suur osuti asub paripdeva lugedes vdikse osuti ja 12 vahel, siis toi-
mime siimmeetriliselt eelmise juhuga. Sarnaselt eelmise juhuga ei liigu
suur osuti kokku rohkem kui 360° vorra.
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e Kui viike osuti asub 12-st vdhem kui 30° kaugusel emmas-kummas suu-
nas, siis keerame korraga molemat osutit nii, et osutid néitaksid legaal-
set kellaaega ja vdike osuti on seejuures 12-le ldhimas punktis. Kuna

osuteid o tdisringi vorra poorates ldbitakse kindlasti asendit, kus nad

1
nditavad legaalset kellaaega, asub see ldhim punkt 12-st tilimalt 7 tdis-

ringi kaugusel. Seega liigub kumbki osuti selle etapi jooksul vdhem kui

1 e " . -

' + 2 tdisringi vorra. Peale seda piisab suurt osutit keerata tilimalt
12 1 9 1 12
— tdisringi vorra, et kell 6igeks saada. Ilmselt — < — =1- — - —,
22 12 22 22 22

mistdttu liigub suur osuti kokku vihem kui 360°.

Néitame niiiid, et leidub algasend, mille puhul on kella 6igekskeeramiseks
vaja poorata suurt osutit 360° vorra. Selline algasend on néiteks see, kus
suur osuti asub 12 peal ja vidike osuti asub 5 ja 6 vahel tdpselt nende kes-
kel (joonis 11). Ilmselt ei soltu kellakeeramise tulemus operatsioonide jar-
jestusest, vaid ainult sellest, kui suure nurga vorra tehakse esimest liiki ja
kui suure nurga vorra teist liiki péoret. Seetottu eeldame {ildisust kitsenda-
mata, et kellakeeramine koosneb iihest teist liiki poordest ja iihest esimest
liiki poordest. Kui teist liiki poorde jarel jadb vidike osuti 12-st rohkem kui

1
o tdispoorde kaugusele, siis peab suur osuti ainuiiksi jirgneva esimest liiki

poorde kdigus liikuma rohkem kui 360° vorra. Seega jaab vaadelda olukor-
da, kus vdike osuti satub parast teist liiki pooret kas 11 ja 12 v6i 12 ja 1 va-
hele. Kuna osutid peavad juba siis nditama legaalset kellaaega (sest esimest
liiki p6ore legaalsusstaatust ei muuda), siis esimesel juhul néitab kell 11.30

1
(joonis 12), teisel juhul on aga moélemad osutid I tdispoorde vorra kauge-

mal (joonis 13). Esimesel juhul on suur osuti teist liiki poorde kéigus liiku-
nud 180° vorra ja jargneva esimest liiki péorde kdigus liigub veel 180° vorra,
kokku liigub ta niisiis 360° vorra. Teisel juhul on suur osuti teist liiki p6or-

1
de kaigus liikunud I tdispooret vihem, kuid jargneva esimest liiki poorde

Joonis 11 Joonis 12 Joonis 13
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1
kaigus liigub ta 1 tdispooret rohkem, seega kokku liigub ta ikka 360° vor-

ra. Sellega on tdestatud, et vaadeldavas asendis peab kella 6igekskeeramisel
suur osuti pdorduma vihemalt 360° vorra.

Lahendus 2. Uldisust kitsendamata eeldame, et dige aeg on 12.00. Samu-
ti paneme tdhele, et kumbagi operatsiooni piisab teha iihe korra, sest kahe
operatsiooni omavahelise jarjestuse vahetamine ei muuda tulemust. Seega
voib eeldada, et algul viiakse esimese operatsiooni teel kellaosutid kohakuti
ja seejdrel teise operatsiooniga osutid 12 peale. Liikugu suur osuti esimese
ja teise operatsiooni kdigus vastavalt nurkade 0, ja 6, jagu.

Olgu ¢ nurk, mille vorra on kella vdike osuti algasendis suurest osutist ees-
pool (¢ € [0,2m)). Olgu O; punkt kella serval, millele viitab algasendis suur
osuti, ning olgu O, punkt kella serval, millele viitavad moélemad osutid pea-
le seda, kui me oleme suurt osutit nihutanud ettepoole, kuni ta on kohakuti

12
vdikese osutiga. Ilmselt on punkt O, punktist O; eespool nurga H(p vOr-

ra. Lopuks olgu ¢ nurk, mille vorra on osutite sihtasend (kell 12) eespool
punktist O, (v € [0, 2m)).

Meil on kaks erinevat viisi kellaosutite sihtasendisse viimiseks.

Esimesel variandi puhul liigutame suurt osutit edasi, kuni ta on kohakuti
viikese osutiga (selleks hetkeks viitavad osutid punktile O,), ning viime osu-

12
tid seejdrel koos sihtasendisse. Sel juhul 6; = ITi4 ja 02 = min(y, 21 — ).
Teisel variandil liigutame suurt osutit kdigepealt tagasi, kuni ta on kohakuti

12
vidikese osutiga. Selleks ajaks on ta liikunud nurga 6; = ﬁ(Zn — () vorra

2
ning viitab niitid punktile kella serval, mis on punktist O, nurga ﬁ” vorra

tagapool. Nurga 6, kohta saame jargmised voimalused.

9 2
e Kuiy < T —, siis tuleb osuteid keerata edasi nurga 0, = y + —ln vorra.

9 20 20
e Kui ﬁn SV < 11 —, siis tuleb osuteid keerata tagasi nurga 6, = Hn W
vorra.

20 20
e Kuiy = n siis tuleb osuteid keerata edasi nurga 6, =y — —171 vorra.

Konkreetsete (p ja 1 jaoks huvitab meid avaldise 6, + 0, minimaalne vaartus
iile kahe kirjeldatud variandi. Vastavalt eelkirjeldatud variantidele tekib siin
neli erinevat voimalust.

9 12
e Olgu0 <y < HT[. Siis esimesel variandil 8, + 6, = T4 + . Teisel

dlo e 2 12 2 26 12
Varlan 1 = —7T — — — T = —7T — — . ae-
NG TR AT nronvtv

me, et see, kas viiksem on e31mene vOi teine variant, ei soltu nurgast v;
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9
molemad on suurimad siis, kui ¢ = ﬁ”' Esimese variandi vadrtus ¢
24
kasvades kasvab (1 -st kuni Hn + ¥ -ni), teise variandi vddrtus kahaneb

26 2
(ﬁﬂ + y-st kuni Hn + y-ni). Nende kahe variandi miinimum saavu-

tab oma maksimaalse vaartuse siis, kui need variandid on vordsed ehk

12 26 12 Siit 24 26 . 13 Sel hetkel
—¢ = —n — —¢. Siitsaame —¢ = —m ja ¢ = — . Sel hetkel on
ll(p 11 ll(p ll(p 11 2 e 12

12 13 9
01+0=— - —n+—n=2m

11 12 11

9 12
* Olgu I < ¥ < 7. Siis esimesel variandil 6; + 0, = ﬁ‘P + . Teisel
. . 24 12 20 1 .
variandil 6; + 6, = o7 1% + T v =4mr - %~ w. Nédeme, et
esimese ja teise variandi summa on alati 47 ning minimaalne neist on

seega lilimalt 27.

20 ... S 12 .
e Olgun <y < TiE Siis esimesel variandil 8, +0, = ﬁ(p+27r—w]a teisel
S 4 12 20 12 .
variandil 0, +60, = ﬁﬂ— Htp+ Hn -y =4n- H(p—w. Néeme, et see,
kas vdiksem on esimene voi teine variant, ei sdéltu nurgast ¥; molemad
on suurimad siis, kui ¥ = 7. Esimese variandi vdirtus ¢ kasvades kas-

vab, teisel kahaneb. Miinimum on suurim siis, kui need kaks vdartust on
12 12
vordsed ehk ﬁq)+2n =4m— H(p. See vordne vdirtus on ilmselt 3. Kui
arvestame ka nurgaga v, siis saame 07 + 6> maksimaalseks vadrtuseks
2m.
20 L - 12

e Olgu " < ¥ < 2. Siis esimesel variandil 6; + 6, = ITi4 +2n -y
ja teisel variandil 6; + 0 24 12 + 20 4 12 +
a teisel variandi = —n-— -—n=—n-— .
) RGN 11(’)1!’1126 TR TR
Nédeme, et esimese ja teise variandi summa on ﬁ” ning minimaalne
neist on seega tilimalt pool sellest.

Saame, et 0; + 0, maksimaalne vaartus on 27. Eelnev arutelu nditab ka, et
vadrtus 27 on saavutatav.

26



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

25. marts 2023 Loppvoor 12. klass

Lahendused

1. (Hendrik Vija, Hdrmel Nestra)

Olgu n positiivne tdisarv ning k selline tdisarv, et 0 < k < n. Toesta, et
arv C’,§ jagub vdhemalt iihe arvu n algteguriga.

Mdrkus. Kirjutis C ,’§ tahistab kombinatsioonide arvu n elemendist k-kaupa.

Lahendus 1. Arvud n - n, n- k ja C’,ﬁ - n ilmselt jaguvad koik arvuga n.
Kuna C’,§ -k = C,’ij - n, siis ka arv C’,§ - k jagub arvuga n. Seega arv
SUT(n-n,n-k, C’,f - n, C’,§ - k) jagub arvuga n. Paneme aga tdhele, et

SUT(n-n,n-k,Ck-n,Ck. k) =suTmn, Cr) - suTm, k),

sest korrutamine on suurima iihisteguri leidmise suhtes distributiivne. See-
ga korrutis SUT(n, Cﬁ) - SUT(n, k) jagub arvuga n, millest tulenevalt saame
SUT(n, Cﬁ) - SUT(n, k) = n. Et aga SUT(n, k) < n, siis SUT(n, C,lﬁ) > 1, mis
nditabki, et C’,§ peab jaguma vdhemalt iihe arvu n algteguriga.

Lahendus 2. Kuna 0 < k < n, siis leidub arvu n selline algtegur p, mil-

le astendaja arvu k kanoonilises esituses on vidiksem kui arvu n kanooni-
n!

——— —, kus

kl(n - k)!

m! tdhistab korrutist 1 - 2 - ... - m. Selles korrutises on arvuga p jaguvaid

lises esituses; olgu viimane astendaja s. Teame, et c’,g =

tegureid {%J, arvuga p? jaguvaid tegureid [%J jne, iildiselt arvuga p'

m
jaguvaid tegureid | —|, kus |x] téhistab arvu x tdisosa (suurimat tdisar-
p

!
vu, mis pole suurem kui x). Seega algarvu p astendaja murru m
lugeja kanoonilises esituses on {ZJ + %J + % + ..., nimetajas aga
k k k n—k n—k n-k
ol Bl e Bl Bl B + |+ <—| +...|. Pane-
p p p p p p

me tdhele, et iga astendaja i korral
k n—k k n-k
P I T A P
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ei ole tdisarvud,

. . . _ k . n
kusjuures juhul i = s on vorratus range, sest — ja —
p

aga — on. Jdrelikult on algarvu p astendaja nimetaja kanoonilises esituses
p

vdiksem kui lugeja kanoonilises esituses. Seega arv C’,f jagub algarvuga p.

Mdrkus. Valemit, mis titleb, et algarvu p astendaja arvu m! kanoonilises esi-

tuses on {—J + {—J + {—3J + ..., nimetatakse Legendre’i valemiks.
p p

p?
. (Urve Kangro)

Olgu P(x) poliinoom astmega 2023, kus kodik kordajad on nullid ja iihed,
kusjuures P(0) = 1. Toesta, et koik poliinoomi P(x) reaalarvulised juured

1-V5

on viaiksemad kui .

Mdirkus. Poliinoom P(x) on tipselt ithest tundmatust x s6ltuv avaldis kujul
alxl + al_lxlfl +...+a1x+ ap, kus a; # 0 ja [ on mingi naturaalarv. Arvu /
nimetatakse selle poliinoomi astmeks, arve a;, a;—1, ..., a1, ap aga selle po-
liinoomi kordajateks.1ga arvu c¢ korral tdhendab P(c) avaldise P(x) véartust,
kui votta tundmatu x vadrtuseks c. Poliinoomi P(x) juureks nimetatakse ar-

vu ¢, mille korral P(c) = 0.

Lahendus 1. 0lgu a poliinoomi P(x) suvaline reaalarvuline juur, st P(a) = 0.
Ilmselt a < 0, sest muutuja x mittenegatiivse vaartuse puhul on koik liik-
med mittenegatiivsed ja vabaliige P(0) on positiivne. Kuna muutuja x paaris
astendajaga lilkkmed kordajaga 1 on positiivsed, paaritu astendajaga lilkmed
kordajaga 1 aga negatiivsed, siis paaris astendajaga lilkmete eemaldamisel
ja paaritu astendajaga liikmete lisamisel (koik kordajaga 1) saab poliinoomi
vddrtus minna ainult viiksemaks. Jarelikult P(a) = 1+a+a° +a° +. ..+ a*"%3
(koik paaris astmed jdtame &ra ja lisame puuduvad paaritud astmed). Geo-

2025
meetrilise jada osasumma valemi pohjal a+a®+a® +...+a*%?% = % ,
seega 1-a
@+ a— a2%5 _ 1-d?+a— a2
1-a? 1-a?

.. 1 ~ .
Mairkame, et on ruutvorrandi x*> — x — 1 = 0 viiksem lahend, sama

ruutvorrandi suurem lahend on aga positiivne. Seega oletades viitevasta-

5 .
selt, et a = , saaksime a®

—a-1<0ehk1-a®+a = 0.Kuna

1-ad?+a- a*

1-a?

—a*® > 0ja1-a® > 0, siis kokkuvottes P(a) =

> 0, mis

on vastuolus eeldusega P(a) = 0.
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Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 nditame, et koik lahendid on negatiivsed ja

negatiivse a korral P(a) = a®®® + a®®' + ...+ a + 1.

V5
Niitame matemaatilise induktsiooni abil, et kui 5 < a < 0, siis

A" v v a+1>0,kusn=1,2,....Kuin =1, siis

A+ra+1>-a*+a+1=0.

Oletame, et vdide kehtib mingi n = k korral ja néditame, et siis vdide kehtib
ka n = k + 1 korral:

2n—1

a2k+3+a2k+l+ 2n+1

...a3+a+1:a2(a +a +...a+1)+(—a2+a+1)>0,

sest esimene sulgavaldis on positiivne ja teine on mittenegatiivne.

. (Kaur Aare Saar)

Kolmnurgas ABC on ZACB = 90°. Olgu F tipust C témmatud korgu-
se aluspunkt. Olgu kolmnurkade ABC, ACF ja BCF siseringjoonte kesk-
punktid vastavalt I, I; ja I, ning olgu M, M; ja M, vastavalt kolmnurkade
ABC, ACF ja BCF siseringjoonte puutepunktid nende kolmnurkade hiipo-
tenuusidega AB, CA ja CB. Toesta, et M on kolmnurga I; I, iimberring-
joone keskpunkt ja tihtlasi sirgete M, I; ja M» I» 16ikepunkt.

Lahendus 1. Uldisust kitsendamata |AC| < |BC|. Olgu kolmnurkade ABC,
ACF ja BCF siseringjoonte raadiused vastavalt r, r1 ja r,. Olgu kolmnur-
ga ABC siseringjoone puutepunktid kaatetitega AC ja BC vastavalt K ja L,
kolmnurga ACF siseringjoone puutepunktid kaatetitega AF ja CF vastavalt
Kj ja L) ning kolmnurga BCF siseringjoone puutepunktid kaatetitega CF ja
BF vastavalt K> ja L, (joonis 14).

Tdhistame veel |KyM| = [; ja |L,M| = I,. Méarkame, et |[KC| = |LC| = 1,
sest nelinurk CKIL on kolme tdisnurga tottu ristkiilik ja [IK| = |[IL| = r
tottu ruut kiiljepikkusega r. Analoogselt saame |[KiF| = |L1F| = r; ja
|[KoF| = |LyF| = rp. Seega Iy + Io = |KyLp| = r; + rp. Samas puutujaldikude
vordsusest tulenevalt

h -1 = (IAM| - AK|) - (IBM| - |BL,|) =
(IAK| = |AM1]) — (IBL| = |BM2]) =
(ICM1| = |CK]) = (ICMz| = |CL]) =

(ICLi|=1) - (ICKz| = 1) =

= [CLLlI - ICKz| =

= (ICF| = |[FL1) = (ICF| - |[FKz|) =
= |FKy| - |FLy| =

= T2 —1TI7.

Vordustest [y +1, = r1+ 12, I1 =l = rp—r; saame tiheselt ] = 1y, [, = r7.J4-
relikult Iy MK; ja M1, L, on vordsed tdisnurksed kolmnurgad, mille kaatetid
on pikkusega ry ja r».
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Joonis 14

Kolmnurgad ACF ja CBF on tunnuse NN jargi sarnased kolmnurgaga ABC,

. . |ACI . |BCl n _ |ACl .
kusjuures sarnasustegurid on vastavalt — ja ——. Seega — = —— j
|AB| © |AB| r  |AB|
BC
2 = u, millest kokku saame n = r = 2 . Jarelikult on kolm-
r |AB| |AC|  |AB| |BC|

nurgad I; MK; ja M1, L, tunnuse KNK pohjal sarnased kolmnurgaga ABC,
kusjuures |I) M| = [I[,M| = r = |IM]. Seega M on kolmnurga I, I, imber-
ringjoone keskpunkt. Lisaks saame /Ky MI; = ZABC ja ZL,MI, = Z/BAC,
kust vastavalt M1 | BC ja ML, || AC ehk vastavalt MI; L ACja ML L BC.
Seega M1, ja MI, pikendused ldbivad vastavalt punkte M, ja M>, mis ndi-
tab, et sirged M I ja My I, 16ikuvad punktis M.

Lahendus 2. Sarnaselt lahendusega 1 defineerime punktid K ja L ja veen-
dume, et CKIL on ruut. Vaatleme ringjoont ¢ keskpunktiga K, mis ldbib
punkte C ja I (joonis 15). Tdisnurk CKI on selles koolule CI toetuv kesk-
nurk.

Téhistame /BAI = /CAI = a. Siis ZAIK = ZAIM = 90° — a ning
ka /BAI, = ZCAIL = a, ZAM; = 90° — a. Kolmnurk KIC on vérd-
haarne ja tdisnurkne, seega /KIC = 45° ja /KCI = ZACI = 45°. Bt

ZLACF
ZACF =90° — ZCAF =90° - 2a, siis ZACI; = =45° — a.

Leiame nurga CI; I suuruse. Kolmnurgast CI; I saame, et

ZChLI = 180° - ZI,CI - ZLIC =
= 180° - ZACI + ZACL - ZLI,IK — ZKIC =
o o o o o o ACKI
180° — 45° + (45° — a) — (90° — &) — 45° = 45° = ——.

2

Seega I; asub ringjoonel c, sest nurga CI; I suurus on pool kddlule CT toe-
tuva kesknurga CKI suurusest. Jarelikult |[KI;| = |KI|. Kuna aga AIM ja
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Joonis 15

AIK on kaks vordset tdisnurkset kolmnurka, siis on punktid M ja K sirge
Al suhtes siimmeetrilised. Samal sirgel asub ka punkt I;. Seega siimmeet-
ria tottu [M ;| = |[M1]|.

Néitame niitid, et sirge M, I; 14bib punkti M, ndidates, et /M1 1 M = 180°.
Vordhaarsest kolmnurgast IMI; saame /ILM = /IJIM = 90° — a. Et
ZM LT =180° — ZAL My = 180° — (90° — ) = 90° + a, siis

MM = ZMy LT + ZILM = (90° + a) + (90° — a) = 180°,

mida oligi tarvis tdestada.
Analoogselt saame néidata, et |MI| = |M1I,| ja /My, M = 180°.

Mdirkus. Lisaks saab veel ndidata, et ringjoonte c; ja ¢ teine sisemine iihis-
puutuja (peale sirge CF) 1dbib punkti M.

. (Hendrik Vija)

Matemaatikaoliimpiaadi korralduseelarvest on puudu n eurot. Probleemi
lahendamiseks otsustab komisjoni esimees varastada juveelipoest tdpselt
n euro vairtuses juveele. Juveelipoes on reas juveelid, millest esimese kahe
vadrtused on vastavalt 1 ja 2 eurot ning iga juveel alates kolmandast maksab
tdpselt niisama palju kui eelmised kaks kokku (ehk jargmiste juveelide vaar-
tused on 3,5, 8,13, ... eurot). Juveelipoes on aga alarm, mis aktiveerub, kui
votta reast dra kaks korvutiasuvat juveeli. Leia koik positiivsed tdisarvud n,
mille puhul on komisjoni esimehel voimalik varastada tdpselt n euro vadr-
tuses juveele ilma alarmi aktiveerimata.

Vastus: koik positiivsed tdisarvud n.

Lahendus 1. Toestame induktsiooniga, et iga positiivse tdisarvu n korral
on voimalik eemaldada n euro vddrtuses juveele ilma alarmi aktiveerimata.
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Baasjuhul n = 1 sobib votta ainult juveel vadrtusega 1 euro. Eeldame niiiid,
et n > 1 ning juveelide hulki kogumaksumusega 1 kuni n — 1 eurot on voi-
malik eemaldada ilma alarmi aktiveerimata. Nditame, et ka n euro puhul on
see voimalik. Olgu reas olevate juveelide vadrtused ay, ay, ... eurot. Valime
sellise positiivse tdisarvu k, et ay < n < ay;. Votame reast dra k-nda ju-
veeli. Kui a; = n, siis on {ilesanne tdidetud ilma alarmi aktiveerimata. Kui
ayx < n, siis tuleb lisaks votta juveele n — a; euro vairtuses. Induktsiooni
eelduse pohjal on voimalik seda teha ilma alarmi aktiveerimata, kui k-nda
juveeli eemaldamist mitte arvestada. Kuna aga n — ay < agy1 — ax = a1,
siis juveelid koguvadrtusega n — ay eurot on koik voetud k — 2 esimese ju-
veeli seast. Seega ei aktiveeri ka k-nda juveeli votmine alarmi. See tdestab
induktsiooni sammu ja iihtlasi ka soovitud vdite.

Lahendus 2. Toestame, et kui n euro vdartuses juveele saab eemaldada alar-
mi aktiveerides, siis saab seda ka teha ilma alarmi aktiveerimata. Selleks tei-
sendame algset juveelide valikut sammhaaval. Igal sammul asendame vali-
kus olevatest juveelidest kaks kalleimat korvuti asuvat juveeli vaartusega ay
ja ay+1 juveeliga, mille vddrtus on ag... Juveel a, eisaa olla eelnevas vali-
kus, kuna muidu poleks valitud kaks juveeli vddrtusega ay ja ay., kalleimad
korvuti asuvad juveelid. Kuna sedasi vahendame valikus olevate juveelide
arvu 1 vorra, jouame varem voi hiljem olukorrani, valikus pole kdrvuti asu-
vaid juveele.

Toestame niilid induktsiooniga, et iga positiivse tdisarvu n korral on véima-
lik eemaldada n euro vaartuses juveele ilma alarmi aktiveerimata. Baasjuhul
n = 1 sobib votta ainult juveel vadrtusega 1 euro. Eeldame niiiid, et n > 1
ning voimalik on eemaldada juveelide hulk kogumaksumusega n — 1 eurot
ilma alarmi aktiveerimata. Kui selles juveelide hulgas puudub 1-eurone ju-
veel, siis lisame selle juveeli valikusse, vastasel juhul asendame valikus selle
juveeli 2-eurose juveeliga — see on voimalik, sest emb-kumb neist juveeli-
dest ei saa olla valikus koguvdirtusega n—1 eurot, muidu aktiveeruks alarm.
Saadud uue valiku koguvéddrtus on n eurot. Kui uus valik aktiveeriks alarmi,
siis teisendame eelmises 16igus ndidatud viisil valiku selliseks, et alarm ei
aktiveeru. Sellega on induktsiooni samm l4bi viidud.

Mdrkus. Juveelide vaartused eurodes on nn Fibonacci arvud. Naturaalarvu
esitust erinevate mittejdrjestikuste Fibonacci arvude summana nimetatak-
se Fibonacci esituseks. See iilesanne nditab, et igal naturaalarvul leidub Fi-
bonacci esitus (see fakt on muidugi ammu tuntud).

. (Kaarel Hdnni)

Nimetame permutatsiooni (01,09, ...,0,) arvudest 1, 2,. .., n vahelduvaks,
kuiigai = 1,...,n —1korral (-1)'0; < (-1)'0;+1. Iga naturaalarvu n kor-
ral olgu a, vahelduvate permutatsioonide osakaal koigi permutatsioonide

1
hulgas arvudest 1,2,..., n. (Nditeks a; = T oy = 2 ag = 8 jne.) Toesta,
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etleiduvad reaalarvud cy, ¢, vahemikust (0; 1) ning naturaalarv N, nii et iga
naturaalarvu n = N korral (¢;)" < a, < (¢2)".

Lahendus 1. Toestame noutud reaalarvude ci, ¢, olemasolu, kui fikseerida
N =2.

Naitame esmalt, et leidub c;. Juhul n = 2m mingi naturaalarvu m korral

vaatleme permutatsioone, mille paaritutel kohtadel on m-st suuremad ele-

mendid ja paaris kohtadel iilejadnud elemendid. Iga selline permutatsioon

on vahelduv ja neid on kokku (/m!)?. Kuna n elemendi permutatsioonide
n2

koguarv on n!, siis jarelikult < aj,.Mirkame, et

(mh* (ml)? mh>  (mh* 1

> = = —.
n (13...n-1)-Q4-...n) @4...n2 @m-mh2 2"

1 n
Seega iga positiivse n korral (5) < ap.Kui n = 2m + 1 mingi natu-

raalarvu m korral, siis paneme permutatsiooni viimaseks elemendiks 7 ja
iilejddnud elementidega kditume analoogiliselt. Sarnaselt eelnevaga saame

(mh? L (mY? o -
< ay ning —— > ————. Kuna n < 27, siis viilmasest vorratusest
n! n! 2n-l.p
m!)? 1 1" 1
jareldub (i) > —— = (—) . Kokkuvottes sobib votta ¢; = —.
n! 2n.2n 4 4

Néitame niiiid, et leidub c,. Jagame iga vahelduva permutatsiooni elemen-
n

did {EJ jarjestikusesse paari (paaritu n korral jd4b iiks element iile). Vahe-

tades vabalt paaride liikmete omavahelist jarjestust, saame iithest vaheldu-

n
vast permutatsioonist genereerida 2 l2] erinevat permutatsiooni. Seejuures
saab iga permutatsioon tekkida ainult iihest vahelduvast permutatsioonist,
sest vahelduvas permutatsioonis on iga paari liikmete omavaheline jirjes-

tus tiheselt madratud. See niitab, et a;, < = ! - < —.
21%] (@Z'LEJ (\/E)” 1
Vottes € > 0 nii, et (1 +€)? < V2, kehtib (1 + &)" < (\/E)n_l. Seega sobib
1

T l+e’

Lahendus 2. Toestame noutud reaalarvude c;, ¢, olemasolu, kui fikseerida
N = 2.Iganaturaalarvu k korral tdhistagu s; vahelduvate permutatsioonide
arvu; siis sx = ag - k! jamuuhulgas so = ag = 1.

C2

Arv n saab asuda ainult paaritul positsioonil. Kui see positsiooni number on
2j + 1, siis vdiksema numbriga positsioonidel voivad olla tikskoik millised

2j arvu iilejadnutest. Nende hulga valikuks on Ci{ | voimalust ning valitud
arvude paigutamiseks positsioonidele 1,2,...,2j on tépselt sp; voimalust
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(siin sy = 1). Ulejadnud arvude paigutamiseks positsioonidele 2j + 2,..., n
on s,_»j-1 voimalust. Kuna 2j + 1 < n, siis

l5]

—

2]
C,l182jSn-1-2,

Nl

Sp =
0

~.
I

kust arvuga n! taandamisel saame

[z

J

Ap = A2jAn-1-2j-

1

S|
~.
Il
(=)

Néitame koigepealt induktsiooniga, etiga n = 1 korral (¢;)"” < a,, kus voib
1
votta nditeks ¢ = > Baasjuht n = 1 kehtib. Olgu niitid n > 1 ja eeldame, et

iga vdiksema positiivse tdisarvu korral vdide kehtib. Siis

n-1

102 : 1.0 1|n+1 _ 1 _
ap>— Y (e == { J )" = =) = (),

n i n 2 2
mistottu toestatav vdide kehtib ka n = 1 korral. 5
Néitame niiiid induktsiooniga, et iga n = 2 korral @, < ()", kus ¢, = 7

See vorratus kehtib juhul 7z = 2. Olgu niiltid n > 2 ja eeldame, et vdiksemate
1-st suuremate tdisarvude korral vdide kehtib. Kui n = 2k + 1, siis vordust
ao = 1 arvestades saame

1 k 2j . \2k=2j +1
A, = < — ) (¢ _]2—62k<02k+1:c”,
n 2k+1 2k+1]§0( 2) (C2) 2k+1(2) (c2) (c2)
3 2 k+1
sest cp = — > — = ——, kui k = 1. Kui aga n = 2k, siis vordusi

4 3 2k +1
ap = a; = 1 arvestades saame

k-2 . .
ap = Az < L ((Z (c2)® (Cz)Zklzj) + (Cz)Zkz) =

k=1 ok-1, L. k-2 (k—l 1 ) 2k-1
= + — =|—+ .
ok (c2) 2k(Cz) Y k0 (c2)
3 k+1 .
Kuna ¢, = — = ——, kui k = 2, saame
4 2k
k-1 1 k-1 1 kK2 —-1+2k k*+1+2k k+1

< 62,

+ < + = < =
2k 2k ¢ 2k k+1 2k(k+1) 2k(k+1) 2k
mistottu a, < (cz)Zk = (c2)". Seega tdestatav viide kehtib iga n = 2 korral.

2 2
Mdrkus. Sobivaks saab teha iga ¢; < — ja ¢, > —. Huvilised vaadaku neti-
7 T

lehte https://en.wikipedia.org/wiki/Alternating_permutation.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

25. marts 2023 Loppvoor 9. klass

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Maksim Ivanov)
Erinevate ldhenemiste hindamisel kasutati kaht eraldi skeemi.

Ziirii lahendusega sarnanevate mottekiikude allpool mérgitud osade eest
antud punktid summeeriti.

o Etteantud vordustest jareldatud vordus ab + ¢* = 1: 1p
o Jareldatud vordus ab = (1 - ¢)(1 + ¢): 1p
o Korrutis abc esitatud kujul (1 - ¢)c(1 + ¢): 1p
o Mistahes viisil ammendavalt pohjendatud, et abc jagub 3-ga: 4p

Toode, kus ¢ asendati vordustes summaga a + b, allpool mérgitud osade
eest antud punktid summeeriti.

o Etteantud vordustest jireldatud vordus a® + 3ab + b* = 1: 1p
o Margitud, et 3ab jagub 3-ga: 1p
o Margitud, et tdisruut annab 3-ga jagamisel kas jaagi 0 voi 1: 1p
o Mistahes viisil ammendavalt pohjendatud, et abc jagub 3-ga: 4p

2. (Toomas Roosma)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Vordus teisendatud kujule (x + y)(y + 2)(z + x) = 0: 2p
o Leitud x = —y voi sama vordus teiste muutujate suhtes: 2p
o Lahendus korrektselt 1dpule viidud: 3p

Ulesanne osutus oodatust palju raskemaks. Jd4ddi kinni eeldusesse, et pa-
rempoolne murd on vordne +1-ga, voi siis et x, y, z on tdisarvud.

3. (Oliver Nisumaa)

Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Niidatud, et ZABC = ZADH: 1p
o Niidatud, et ZADH = ZOHD: 1p
o Niidatud, et O on kolmnurga BD H mediaanide 16ikepunkt: 2p
o Ndidatud, et kolmnurgad BKO ja DKO on vordsed: 1p
o Naidatud, et kolmnurgad HOB ja HOD on vordsed: 1p
o Toestatud, et Z/OHD = 45°: 1p

Oige vastuse eest ilma selgitusteta punkte ei antud.
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4. (Kati Smotrova)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Tdestatud, et pikkuse k + 1 korral leidub Jukul vbitev strateegia: 3p
o Tdestatud, et pikkuse k + 2 korral leidub Jukul vbitev strateegia: 2p
o Tdestatud, et pikkuse k + 3 korral leidub Jukul vbitev strateegia: 2p

Idee eest, et paaritu arvu korral tuleks Jukul esimene kiik teha keskele, kui
seda polnud edasi arendatud, sai 1 punkti.

Kui juhul k+2 v6i k+3 oli vaid idee 16igata otsast 2 ruutu ilma tdpsustamata,
kuidas seda edasi kasutada, siis anti nende osade eest 1 punkt vihem.

5. (Hannes Jukk)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Naidatud, et vordsete tipunurkade voi vordsete alusnurkade kor-

ral on kolmnurgad sarnased ning tingimused on tdidetud: 1p
o Valitud iihel kolmnurgal alusnurk, mis on vordne teise kolmnur-

ga tipunurgaga, ning kasutatud digesti suhet 1 : x: 1p
o Koostatud 4 vorrandisiisteemi: 2p
o Saadud vorrandisiisteemidest leitud kas vajalikud nurgad voi

suurus x: 2p
o Saadud vordkiilgsed kolmnurgad, mis on sarnased: 1p
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

25. marts 2023 Loppvoor 10. klass

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Kadi Siigur)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Leitud, et 2-ga jagamisel moodustavad jadgid tsiikli pikkusega 3: 2p
o Leitud, et 5-ga jagamisel moodustavad jddgid tsiikli pikkusega

20: 2p
o Jédreldatud, et 10-ga jagamisel moodustavad jaagid tsiikli pikku-

sega 60: 1p
o Leitud arvu 202320232023 jddk jagamisel arvuga 60: 1p
o Antud dige vastus: 1p

2. (Andres Alumets)
Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Mirgitud, et liidetavaid voib olla rohkem kui 2: 1p
o Téhele pandud, et liidetavate ruutude summa on kindlasti x-st
suurema arvu ruut: 2p
o Tédhele pandud, et iilejadnud liidetavate summa ruut on suurem
liildetavate ruutude summast voi sellega vordne: 2p
o Lahendus korrektselt 16pule viidud: 2p

Paljud opilased toestasid vdite ainult juhul, kui liidetavate arv on 2. See on
aga lihtsam toestada kui tildjuht ning need lahendused tdispunkte ei saa-
nud.
3. (Hendrik Vija)
Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Sonastatud toestatav vdide timber kasulikul moel, néiteks aval-

dades /DFE = /DFC — ZEFC: 1p
o Avaldatud otsitavad nurgad kolmnurgas ABC esinevate nurkade

kaudu: 3p
o Joutud kolmnurgas ABC nurki teisendades l6ppvastuseni: 3p

Ulesanne osutus lahendajaid tugevalt eristavaks. Pea koikides téodes oli kas
joutud tdieliku lahenduseni voi ei oldud osatud otsitava nurgaga peaaegu
midagi peale hakata. Tdéendoliselt sai paljudele ebaedukatele lahendajatele
saatuslikuks halb joonis. Paljudes téédes oli joonis tehtud kas ilma sirkli ja
joonlauata, liiga véikeselt voi oli ilusat joonist rikutud sellega, et oli tehtud
otse selle peale liiga palju méarkmeid, nditeks nurkade arvutusi.
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Sellest ldhtuvalt oleks soovitused lahendajatele edasiseks: tehke geomeet-
riaiilesannete joonised vihemalt poole A4 suurused, kasutades joonestus-
vahendeid; nurkade arvutused on soovitatav kirjutada vélja eraldi tekstina
ning joonisele méarkida vaid tiksikud tdhelepanekud, mis périselt seostuvad
tOestatava vditega.

. (Birgit Veldi)
Lahenduse jargnevalt mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Osas a) leitud sobiv konstruktsioon: 3p
o Osab) lahendus: 4p
Sealhulgas allpool mdirgitud osade eest antud punktid summee-
riti:
e Viarvitud piliramiid ja pusletiikid malelaua korras: 1p
e Mirgatud, et igal pusletiikil on musti ja valgeid ruute kas
vordselt voi on tihte vérvi ruute 3 vorra rohkem kui teist vér-
vi ruute 1p
e Madrgatud, et suvalise tiikkide paigutuse korral jagub pusle-
tiikkide poolt kaetud ala mustade ja valgete ruutude arvude
vahe 3-ga, kuid pliramiidi mustade ja valgete ruutude arvu-

de vahe ei jagu 3-ga: 1p
e Sellest jareldatud, et 10-astmelist piiramiidi pole voimalik
kokku panna: 1p

Ainult dige vastus, kasutu proovimine ja/voi mittetéielik juhtude ldbivaatus
punkte ei andnud. Sealhulgas ei saanud punkte lahendused, mis proovisid
osas b) tdita ptiramiidi 3 rea kaupa.
. (Marko Tsengov)
Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Nadidatud, et parameetrist n ei séltu iihelgi juhul (ei Miku ega

Juku v6idul) midagi: 1p
o Tdestatud, et juhul k < 2 voidab alati Miku: 2p
o Tdestatud, et paaritu k = 3 korral vdidab alati Juku: 2p
o Tdestatud, et paaris k = 3 korral vdidab alati Juku: 2p
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

25. marts 2023 Loppvoor 11. klass

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Martin Rahe)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Pdhjendatud, et algarvu 2 astendaja faktoriaali kanoonilises esi-

tuses on vahemalt sama suur kui algarvu 5 oma: 1p

o Leitud algarvu 5 astendaja arvu 2022! (v6i 2023!) kanoonilises
esituses: 3p

Sealhulgas:

e Saadud aru, et osad tegurid faktoriaalis annavad 16ppu roh-
kem kui tihe nulli: 1p
o Pohjendatud, et 2022! ja 2023! liitmisel 5 astendaja ei suurene: 2p
e Tegurdatud 2022! + 2023! kui 2022! - 2024: 1p

e Vaadatud 2022! ja 2023! viimaste nullist erinevate numbrite
summa jadki 5-ga (voi 10-ga) jagamisel: 1p
o Saadud dige vastus: 1p

Kui lahenduses oli tehtud olulistes sammudes arvutus- voi algebravigu, mis
ei mojutanud lahenduse kiiku, kaotas t66 1 punkti. Kui arvu 5 astendaja
leidmiseks kasutati Legendre’i valemit ilma iithegi p6hjenduse voi viiteta,
kaotas t66 1 punkti.

Ulesanne oli {ildjoontes histi lahendatud. Suurimaks komistuskiviks osutus
algarvu 5 erinevate astmete 6igesti kdsitlemine, mitmes t66s oli unustatud
suuremate astmete mojuga arvestada ning saadi liiga vdike tulemus.

2. (Mdirt Poldvere)

Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Tdestatud, et antud vorratustest jareldub vorratus ab = v'2023: 2p
o Niidatud, et peavad kehtima vordused a® + b? = 2ab = 2v/2023: 2p
o Jdreldatud, et peavad kehtima vordused a = b = v/2023: 1p

o Nididatud,eta =b = v/2023 ei rahulda siisteemi esimest vorra-
tust ning jdreldatud, et siisteemil puuduvad positiivsed reaalar-
vulised lahendid: 2p

3. (Sandra Schumann)

Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.
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ZCAB

o Ndidatud, et ZCBD = : 1p
o Niidatud, et ZEBD = 90°: 1p
o Toestatud, et kolmnurga DBD' imberringjoone keskpunkt on

F: 2p
o Tdestatud, et kolmnurk FBD on vordhaarne: 1p
o Néidatud, et ZACB = ZFDB: 1p
o Eeldamata, et punktid E, D’ ja B on iihel sirgel, tdestatud, et

/DBE = /DBD': 1p

Kui lahendus on korrektne, aga koik jareldused on tehtud vaid {ihes suunas
ja pole mainitud, et lahendus kehtib ka teises suunas, siis anti lahenduse
eest 6 punkti.

Kui lahendus ei saa muid punkte, siis hiipoteesi |FD| = |[FB| = |F D'| pisti-
tamise eest anti 1 punkt.

. (Ago-Erik Riet)

Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Kui x on stimbolite arv, siis sobiva tokke nagu x(x—1) = nx(x—1)

-1
voi (x) = n(r;) voi n < {% { ol H (Johnsoni tokke erijuht)

2 m-—1
tOestamine: 5p
o Lahenduse l16puleviimine: 2p

Mittetriviaalse optimaalse ndite (piisavalt suured m ja n) voi ndidete pere
(nagu néiiteks loplikud projektiivsed tasandid) eest, mis voiks viia edasi la-
henduse suunas, anti 1 punkt. Uhes t66s oli Johnsoni tokke toestamisel teh-
tud viga, tilesandes ndutud tdestus seetdttu ldbi ei ldinud, mistottu see t66
sai 3 punkti. Ndite eest, kus iga stiimbol esineb {iilimalt kahel kaardil (esita-
tav lihtgraafina, mille tipud vastavad kaartidele ja servad vastavad stimboli-
tele), punkte ei antud, sest huvitavamatel juhtudel (niditeks vdikseim 16plik
projektiivne tasand Fano tasand) selline lisaeeldus ei kehti.

. (Peeter Laud)
Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Néidatud, et 360° on piisav: 5p

Sealhulgas ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekdikude puhul:
e Vaadatud ldbi juht, kus vdike osuti on sihtasendist mitte

kaugemal kui 30°: 1p
 Vaadatud ldbi iildjuht, kus aga vdikese osuti asend tohib olla
kitsendatud kaugemale kui 30° sihtasendist: 4p
Sealhulgas ziirii lahendusega 2 sarnaste mottekdikude puhul:
* Keeramisviiside loendamine / kirjeldamine: 2p
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» Algasendite hulga tiikeldamine vastavalt sellele, kuidas sel-
lest asendist alates osuteid keerama peab:

* Keeramisviiside analiiiis iga tiiki peal:

o Néidatud, et 360° on tarvilik:
Sealhulgas:

e Esitatud korrektne ndide, kuid analiiiisis jdetud ldbi vaa-
tamata moned olulised keeramisviisid (nditeks vaadatakse
keeramisi ainult iihele poole):
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

25. marts 2023 Loppvoor 12. klass

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1.

(Valdis Laan)
Ttitipiliste mottekdikude eest anti punkte alljargnevalt.
o Téielik lahendus: 7p
o Kasulik tdhelepanek voi tdoestus erijuhul: 1p
(Urve Kangro)
Ziirii lahenduse 1 allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Naidatud, et koik poliinoomi juured peavad olema negatiivsed: 1p
o Ndidatud, et negatiivse a korral P(a) = a?"B g2 L va+l: 2p
o Leitud saadud geomeetrilise jada summa: 1p
o Niidatud, et kui — <a<0,siisa’>-a-1<0: 2p
o Jareldatud, et P(a) > 0: 1p
Ziirii lahenduse 2 allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Ndidatud, et koik poliinoomi juured peavad olema negatiivsed: 1p
o Niidatud, et negatiivse a korral P(a) = a®*? +a®"?' +.. .+ a+1: 2p
o Matemaatilise induktsiooniga nédidatud, et kui _ <a<0,
siis a?™ +a®" 4. +a+1>0: 4p

Ainult vdite eest, et kuna P(0) = 1, siis ap = 1, punkti ei saanud.

(Janno Veeorg)
Ttitipiliste mottekdikude eest anti punkte jargmiselt.
o Taislahendus: 7p
o Kasulikud tdhelepanekud: 1p
Ulesandele sai liheneda viga mitmel moel ja koik tdislahendused olid eri-
nevad.
(Oleg Kosik)
Eri mottekdike hinnati kahe eraldi skeemi abil.
Enamuse lahenduste allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeri-
ti.
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o Esitatud toimiv algoritm iga naturaalarvu n jaoks, mille korrekt-
suse toestus pole keeruline: 4p
o Toestatud algoritmi korrektsus (et ei kasutata jarjestikusi juveele
ega lihte juveeli korduvalt): 3p
Ziirii lahendusega 2 sarnaste méttekiikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.
o Toestatud, et kui juveele saab eemaldada alarmi aktiveerides,
siis saab seda ka teha ilma alarmi aktiveerimata: 2p
o Esitatud korrektne tdestus, et iga n korral saab eemaldada selles
koguses juveele: 5p

Oige vastuse eest ilma selgitusteta punkte ei antud.

. (Mart Abel)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Niidatud vaid tihe reaalarvu (iikskoik kas ¢; voi ¢;) olemasolu: 3p
o Niidatud ka teise reaalarvu olemasolu: 3p
o Naidatud N sobiv véartus leitud c; voi ¢, jaoks: 1p

Arutluskdikudes esinenud loogiliste vigade voi valevdidete eest, mis ei mo-
jutanud suurel méaral lahenduse 6igsust voeti maha 1 punkt.
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